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Capitulo 1

Introduccion

Sea (M, g) una variedad riemanniana C'* compacta sin borde de dimensién n. Designaremos
como 7 : T'M — M a su fibrado tangente que es una variedad de dimensién 2n no compacta.

Sea L : TM — R una funcién de clase C? que denominaremos el lagrangiano.

Consideramos, para cada par de puntos x,y € M y tiempo positivo 7 > 0, el conjunto de curvas

con extremos y tiempo fijos
C'(z,y,7) = {7 : [a,b] — M de clase C" por partes, con b —a =7, y(a) =z, v(b) =y}
en el cual se define Ay, la accion del lagrangiano:

Ay (xy, 7)— R

v )ds.

Nos interesaremos especialmente en las curvas que son minimos de este funcional, que seran
puntos criticos en el espacio de curvas, en un sentido que definiremos mas adelante. A estas

curvas las llamaremos extremales de la accion.

Como veremos, si se cumple que L es un lagrangiano de clase C? estrictamente convexo, esto es,
si (82L/ 81}2) (x,v) es definida positiva como forma cuadrética para todo (x,v) € T'M, entonces

las curvas extremales de la accion cumpliran las ecuaciones de Euler-Lagrange:

LI (20, 4(0) ~ T2 (D AM) =0 = DAL() = 0.
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Capitulo 1. Introduccién

Veremos también que las ecuaciones de Euler-Lagrange definen un flujo local ¢! en T'M, cuyas

6rbitas son exactamente las curvas velocidades de las extremales, es decir

=v(t).

curva extremal .

(1)
(z(t),v(t)) = ¢, (w0, v0) <= x(t)
(x(O),v(O)) = (o, v0) -

A priori este flujo local no es completo, es decir, sus érbitas no estan necesariamente definidas

para todo tiempo t € R.

En el fibrado cotangente 7w : T*M — M introducimos la funcién H, el dual convexo de L,

llamada el hamiltoniano del sistema:

H:T"M — R

H(z,p) =sup{p(v) — L(z,v) |ve T,M} .

El fibrado cotangente tiene una estructura natural de variedad simpléctica, donde el gradiente
simpléctico del hamiltoniano es un campo Xy : M — T*M con un flujo local ¢%; asociado que
resulta conjugado, mediante la transformada de Legendre, al flujo langrangiano ¢%. Por como

se define el gradiente simpléctico, el hamiltoniano H es constante en las trayectorias de ¢;.

Bajo ciertas condiciones sobre L se logra que los conjuntos de nivel H'(¢) C T*M con ¢ € R
sean compactos, con lo cual el flujo hamiltoniano ¢, estard definido para todo tiempo ¢t € R.
Por ser su conjugado, el flujo lagrangiano ¢’ también serd completo y entonces se puede estudiar

su dindmica.

La segunda condicién que se le pedira a L serd la superlinearidad sobre compactos de M: para

todo K C M compacto y todo ¢ > 0 existe una constante A(K,c) € R tal que
L(z,v) >c|v|+ A(K,c) paratodo (z,v) € TK.

Esto en particular implica que

lim =0 para todo x € M.
Jv]=4o0 || V]|

El hamiltoniano correspondiente H también es superlineal sobre compactos de M (con la norma
dual). En el caso que M sea compacta, esto implica que H es propia (la preimdgen de un

compacto es compacta) con lo cual tendremos que H~'(c) es compacto para todo ¢ € R.
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Ejemplo

1.1 Ejemplo

Sea (M, g) una variedad riemanniana y V' : M — R una funcién diferenciable, tomando el

lagrangiano L : TM — R definido por

Lz, ) = 5 |v|F = V(z).

Entonces, una curva 7y : (a,b) — M es solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange, si cumple
que
§=-YV()

y esta es la ecuacién de Newton del sistema mecanico definido por el potencial V.

Siendo maés explicitos, recordar que %(t) = V.7 es la derivada covariante de 7(t), campo
vectorial a lo largo de la curva ~y(t), respecto a la conexién de Levi-Civita dada por la métrica
riemanniana g. A su vez, VV (z) es el gradiente de V respecto a la métrica g, es decir, el inico

vector que verifica
d.V(u) = g, (VV(z),u) = (VV(z),u), Vee M, VueT, M.

Cabe destacar que el caso particular V' = 0 corresponde al flujo geodésico 4 = 0 en la variedad
(M, g), cuyas trayectorias son las curvas de M (con pardmetro proporcional a la longitud de

arco) que son minimizantes locales de la distancia generada por la métrica.
Veremos que el hamiltoniano correspondiente a estos sistemas mecanicos es
1 2
H(z,p) =5 IplI" + V(z)

que, como todo hamiltoniano, es una integral primera del movimiento asociado.

1.2 Objetivo

Partiendo de una variedad riemanniana (M, g), con un lagrangiano dado por un potencial U,
de la forma L(z,v) = ||v | + U(z). El objetivo de este trabajo es identificar las érbitas del
flujo de Euler-Lagrange (de un nivel de energia H = ¢ dado) con las geodésicas de una métrica
g; conforme a ¢, la denominada métrica de Jacobi-Maupertuis. Esta construccion es debida

inicialmente a Maupertuis, desarrollada en parte por Euler y luego por Jacobi.







Capitulo 2

Preliminares

2.1 Calculo de variaciones y ecuacién de Euler-Lagrange

Sea L : TM — R un lagrangiano C?. Buscamos minimizar la accién lagrangiana

bo() = [ LO@©)a

en el conjunto de curvas C!(z,y,7) de clase C*, con tiempo y extremos fijos.

Decimos que L es no degenerado si (82L/ 8@2) (x,v) : T,M — R es no degenerada como forma
cuadratica, para todo (x,v) € TM. También definimos la funcién £ : TM — T*M, que

llamatemos transformada de Legendre, como

(x,v) — (a:, Z—i(m, v))

oL oL
donde a—(:c,v) : T, M — R es la 1-forma que asocia u +— a—(:c, v)(u).
v v

Calculando en coordenadas el diferencial de £ en un punto (x,v) obtenemos que
Idgn 0

dLx,v) = 2L 2L
axav('rav) W(xuv)

que implica que dLx,v) es invertible si y solo si (9>L/9v?)(z,v) es invertible. Es entonces

consecuencia directa del teorema de la funcién inversa lo siguiente.
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Capitulo 2. Preliminares

Proposicién 2.1.1. Sea L : TM — R un lagrangiano de clase C* y L : TM — T*M su

transformada de Legendre. Se cumple entonces que
L es no degenerado C" <= L es un difeomorfismo local C™.

L es no degenerado C" y L es inyectiva <= L es un difeomorsimo C" sobre su imagen.

2.1.1 Extremales en R"

Sea v : [a,b] = M una curva de clase C". Una variacién C”" de la curva v es un mapa

I':[a,b] x (—e,e) = M de clase C", que cumple que I'(t,0) = v(¢t) para todo t € [a, b].

Fijando un s € (—¢,€), este determina una curva I'y : [a,b] — M dada por T'y(t) = T'(¢,s).
Diremos que una variacién I' tiene extremos fijos cuando T's(a) = y(a) y Ts(b) = 7(b) para

todo s € (—¢,€).

En lo que sigue, se trabajara con el caso particular en que la variedad M es un abierto de R”.
A su vez, dada 7 : [a,b] — M una curva C', usaremos un tipo particular de variaciones con

extremos fijos, aprovechando que M esta contenida en un espacio vectorial:

Sea v; : [a,b] = M C R" una curva de clase C* con y;(a) = 0 = 7,(b). Con esta curva se

genera una variacién I' : [a, b] X (—¢,€) — M con extremos fijos, segin 7, dada por la férmula

L(t,s) =y(t) + s1(t).

Definicién 2.1.2. Diremos que v : [a,b] — M una curva C*, es extremal si es un punto critico

de la accion lagrangiana. Fs decir, st

dAj,

2oL —0
7 (v +sm) B

para toda vy, : [a,b] = M curva C*® con vi(a) = 0 = v1(b).

En particular, si se restringe una curva - a un subintervalo [a’,b] C [a,b], el conjunto de
variaciones con extremos fijos en [a/,V/] es un subconjunto de las variaciones con extremos
fijos en [a, b], porque se pueden extender a [a,b] tomando el valor nulo en [a/,']¢. De esto se

desprende el siguiente corolario.
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Calculo de variaciones y ecuacién de FEuler-Lagrange

Corolario 2.1.3. Si v : [a,b] — M es extremal entonces 7|y también es extremal para

cualquier subintervalo [a’,b'] C [a, b].

Al definir una curva extremal como un punto critico inmediatamente se cumple lo siguiente.

Teorema 2.1.4. Dado un lagrangiano L : TM — R, si vy : [a,b] — M minimiza la accion Ay,

en el conjunto de curvas con extremos y tiempo fijos, entonces v es una curva extremal de L.

Si requerimos que L sea de clase C? y 7 de clase C* podemos diferenciar en la accién dentro

del simbolo de la integral:

dAj,

— (v +sm)

— = < /a AL(y(t) 4+ 571 (1), (1) + s71(t)) (3 (1), 71(t)) dt >

s=0 s=0

b
= [ S 0040 () + S (0.50) ((0) .

Para que v sea extremal esta integral tiene que ser nula para toda curva y; que se anule en a
y b. El siguiente resultado muestra que relacion tiene que tener el lagrangiano con una curva

extremal.

Teorema 2.1.5 (Euler-Lagrange). Sea L : TM — R un lagrangiano de clase C* en M un

abierto de R". Una curva v : [a,b] — M de clase C* es extremal si y solo si

L 0. 30) = LX), 4(0)

Esta tultima igualdad es conocida como la ecuacion de Euler-Lagrange.

DEMOSTRACION. Como L y 7 son suficientemente regulares para poder derivar adentro de la
integral de la accién, sabemos que si 7y es extremal entonces para cualquier v, : [a,b] — M que

se anule en a y b tenemos que
b
oL . oL : .
| 55 G0.50) (n(0) + 52 (016, 3(0) (a(0) de = 0.
. OT v
Integrando por partes el segundo término, vemos que

/a g_i(v(tm(t))(%(t)) dt = g_i(v(t)ﬁ(t)) (n(®) a_/a %Z—i(v(tm(t))(%(t)) "
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Capitulo 2. Preliminares

Como estamos derivando en una variaciéon con extremos fijos, v1(a) = v1(b) = 0 y concluimos

que
[ T @A) ) = - [ GO0 (o) ar

Entonces la condiciéon para que 7 sea extremal se puede plantear como sigue:

dAj,

— (v +sm)

A = [ [5Ee0s0) - £5560150)| (o) .

Esta integral tiene que ser nula para cualquier curva 7, : [a,b] — M de clase C*° que verifique
v (a) = v1(b) = 0. Esto implicard que la expresién entre paréntesis rectos tenga que ser nula

para todo tiempo. Para probar esto, un lema aparte. O

Lema 2.1.6 (Du Bois-Reymond). Si A : [a,b] — R™ es un mapa continuo que cumple

[ A0 euw) a =0

para toda v : [a,b] — R" de clase C° con vi(a) = 71(b) = 0 entonces A(t) = 0 para todo
t € la,bl.

DEMOSTRACION. Suponiendo que A # 0, existe entonces un ty € [a,b] y un vy € R™ tales
que A(tg)(vo) > 0. Por continuidad de A(t), fijamos un € > 0 tal que A(t)(vy) > 0 para todo
t € [to—€,to+€ Cla,b]l. Sea ¢ : [a,b] — R una funcién de clase C*°, positiva en (ty — €, 1o+ €)

y nula afuera de ese intervalo.

La curva ¢ - vg : [a,b] = R™ es de clase C'° y cumple la condicién de anularse en los extremos,
ademas se tiene que
b to+e€
/ A(t) (¢(t)vo) dt = / d(t)A(t)(vo) dt > 0
a to—e
porque la funcién ¢(t)A(t)(vy) es continua y positiva en (o — €,tp + €). Llegamos a una

contradiccién de las hipdtesis y por ende A(t) = 0. O

2.1.2 Regularidad de curvas extremales

En esta seccion vamos a ver que las curvas extremales tienen la misma regularidad que el

lagrangiano que las genera.
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Calculo de variaciones y ecuacién de FEuler-Lagrange

Dado un lagrangiano L de clase C?, tenemos que la condicién para que una curva v : [a, b] — M

de clase C! sea extremal, es que

b oL oL

dAr, _ / S (10.A0) (1 (1) + 57 (10, 5(0) (i (1) dt = 0

E(Vﬂ%‘%)

s=0
Integramos por partes el primer término, llamando p(t) a la primitiva del primer factor de dicho

término
)= [ 52050405 ds

se cumple que

b

| 5 00.50) (0) de =) (u0)| ~ [ w0 Ga(0)) dr

a

Una vez més, como 7 se anula en los extremos de [a, b], el primer término de la derecha de la

igualdad se anula, con lo cual

[ S ewaen G a=— [ ([ Sae.a) ) (o)

Reemplazando esto en la ecuacion original de extremalidad, obtenemos que

/ab [g—f”(”’ () - | L (35).4(5) ds} (1)) it = 0

para toda v, : [a,b] — M de clase C*° con 7yi(a) = y1(b) = 0.

Estamos nuevamente en una situacién muy similar a la del lema de Du Bois-Reymond, en este

caso la funcién entre paréntesis rectos no sera nula, pero si constante. Para ver eso, otro lema.
Lema 2.1.7 (Erdmann). Si A : [a,b] — R™ es un mapa continuo y
b
/ A()(31(8)) dt = 0
a

para toda 7, : [a,b] — R™ de clase C* con v1(a) = v1(b) = 0, entonces A(t) es constante.

DEMOSTRACION. En busca del absurdo supongamos que A(t) no es constante en [a, b], esto

significa que existen dos tiempos ty < t1 € [a,b] y un vector v € R™ tales que

Alto)(v) # A1) (v) -

13




Capitulo 2. Preliminares

Como A es continua, esta ultima desigualdad se extiende a dos entornos disjuntos de ty y t1,
por lo tanto podemos suponer que tg,t; € (a,b). Ademas, como A(t) es lineal también podemos

suponer que

Alto)(v) > A(tr)(v)

cambiando v por —wv si no fuese el caso. Dado un § > 0, sea ¢s : R — R una funcién continua,

positiva en (—4,d) y nula afuera de ese intervalo, tal que

/_Zqﬁ(;(t)dt:l.

Vamos a construir una curva §(t) : [a, b] — R™, de clase C°, como sigue

(

0 sit € [a,tyg—0).
st —to)v sité€[ty—0,to+ 9]
y(t) =14 0 site(to+0,t, —9).

—gs(t—t)v sit e[t —6,t +0).
0 site (ty+6,0].

\
Donde el ¢ considerado es tal que 6 < min {ty — a,b —ty, (t; — to)/2}. Podemos tomar ahora
una curva v : [a,b] — R"™ que sea primitiva de 4 y que se anule en los extremos de [a, b]. Esta

curva es de clase C' y tenemos que

b to+0 t1+6
/ A) (7 (1)) dt = /t_é A(t) (os(t —to)v) dt + /t_a At)(— ds(t —ty)v) dt
to+0 t140
= / ¢5(t—t0)A(t)(v)dt—/ o5t —t1) A(t)(v) dt
to—9 t1—96
to+d t1+4
> (Al)) =) [ ontt—to)dt = (Aw)©)+2) [ ot —t)ds
to—0 t1—06

= Ato)(v) — A(t)(v) — 2.

Donde para las tltima desigualdad usamos que, como A(t) es continua, podemos elegir un par
g,0 > 0, tal que
A(t)(v) > A(to)(v) — € cont € [ty — d,to + 9]

A(t)(v) < A(ty)(v) +¢e cont € [t; —d,t; + 4.

Por 1ltimo, como supusimos que A(t)(v) > A(t1)(v) y el valor ¢ es arbitrario, entonces existe

un 0 > 0 tal que la integral es no nula, contradiciendo la hipdtesis del lema. O

14



Calculo de variaciones y ecuacién de FEuler-Lagrange

Veamos ahora como hacemors uso de este lema. Tenemos que

S (0.40) = o+ [ SE((6).4(5)) s

a

con py € R™. Mas especificamente, evaluando en ¢ = a nos da el valor

b= TC (3(a),3(a)

Hemos demostrado la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1.8. Sea L : TM — R un lagrangiano de clase C* donde M es un abierto de

R". Sea v : [a,b] — M una curva extremal de clase C*, entonces

5 00.3(0) = 52 (@) 3@) + [ 5E0() ds.

Esta es una igualdad entre funcionales de R™, con la identificacion usual de R™ con R™.

Notar que si L y v son de clase C?, derivando con respecto a t obtenemos la ecuacién de

Euler-Lagrange.

Con lo visto podemos probar que si v es extremal de clase C! de L, un lagrangiano no

degenerado, entonces necesariamente 7 tiene la misma regularidad que L.

Corolario 2.1.9. Si L : TM — R es un lagrangiano no degenerado de clase C", conr > 2, en

M C R” abierto. Entonces toda curva extremal de L de clase C' es de clase CT.

DEMOSTRACION. Sea v : [a,b] — M una curva extremal de clase C'. Fijando ¢y € [a,b],

miramos el punto (y(t),¥(to)) = (zo,v0) € TM. Como suponemos que L es no degenerado,
oL

por 2.1.1, su transformada de Legendre L : (x,v) — (a:, a—(x, v)) es un difeomorfismo local
v

de clase C™ 1,

0
Llamamos K : T*M — TM a su inversa local en el punto (:UO, a—(:vo,vo)). Como ambas
v

curvas 7 y 7y son continuas, entonces para ¢t en un entorno de ¢, se cumple que

(0.30) =& (10, 5 (0,30 ()

pero como vimos en la proposicién anterior 2.1.8

G G0.40) = 52 0@ @) + [ 52 (00).3(9) ds

15



Capitulo 2. Preliminares

lo que implica que si v es extremal C?, entonces, como L es C, la funcién del tiempo

0 (Ge) (0i)

es de clase C'. De aqui que el lado derecho de la ecuacién (%) es por lo menos C, por lo tanto

el lado izquierdo también, lo que siginifica que % es C*, o sea, la extremal v es de clase C2.

Este razonamiento se puede iterar: Si L es C?, como ahora v es C?, entonces la funcién
OL
(8_) (v(2),%(t)) se vuelve también de clase C2. Suponiendo que K es C? entonces la ecuacién
v
(%) implica que v es C3.

Concluimos que si K es de clase C"~! entonces v es C", la clase de regularidad de L. O

Probamos ahora un resultado mas fuerte, pidiéndole un poco mas a L.

Corolario 2.1.10. Sea L un lagrangiano de clase C", con r > 2, en M C R" abierto. Si su
transformada de Legendre L : TM — T*M es un difeomorfismo sobre su tmagen, entonces toda

curva extremal C* por partes es de clase C".

DEMOSTRACION. Si £ es un difeomorfismo sobre su imagen, entonces es no degenerado (por
la proposicién 2.1.1) y cumple las hipétesis del corolario anterior. Sabemos entonces que toda
extremal C! es de clase C", pero definimos las extremales en el conjunto de curvas C! por

partes, debemos considerar ese caso.

Sea una extremal v : [a,b] — M de clase C'! por partes y seaap =a < a; < ay < -+ < Qg1 = b
una subdivisién finita de [a, ] tal que la restriccion 7|, q;,, €8 C', para todo i = 0,...,k.
Estas restricciones también son curvas extremales (corolario 2.1.3) y son de clase C', entonces

por el corolario anterior son de clase C".

Resta ver que sucede en los tiempos a; para i =1,...,k. Sea 71 : [a,b] = M curva C* que se

anula en a y b, como 7y es extremal sabemos que

l/%hwWMMm+%WWWMMMWﬂ

como en cada subintervalo 7| es como minimo C? para todoi = 0, ..., k, Podemos integrar

a0 1]

por partes el segundo término (como se hizo para obtener la ecuacién de Euler-Lagrange)

/aiai+1 g_i(ry(t),’y(t)) (’Yl(t)) dt — g_i(,}/(t)?,y(t)) ('Yl(t)) @it B /a:u+1 %aa_i(v(t)ﬁ(t)) (Vl(t)) dt

aj
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Calculo de variaciones y ecuacién de FEuler-Lagrange

Tenemos entonces que

0 = [ 2040 (h0) + 2 (o), 50) (i) a
-2 E00:40) — 5 5E0050) | Gy e+ SEGOA) ui0)]

aq

y como cada |4, a,,,] € extremal de clase C?, verifica entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange

para todo i = 0, ..., k. Las integrales se anulan y llegamos finalmente a que

i1

o
I
JE

[e=]

(v(),3(t)) (n (1))

a;

@
|

g—i (v(@i), ¥4 () (1 (@)

TS

4 (V(@it1), =(ais1)) (n(ais1)) —

donde ¥, y 4_ corresponden a la derivada de v por derecha y por izquierda respectivamente.

La igualdad obtenida se cumple para toda v; : [a,b] — M, con yi(a) = 71(b) = 0. Dado un
1 <ig <k, se elige una curva ¥; de clase C* que se anule en [a, a;,—1] U [a;y+1,b] v tenga un

valor arbitrario en a;,. Concluimos que

5 30 A0)| = ZE ) i) - 2 (). 3 0) Gl =0

como 1 (a;,) puede tomar cualquier valor, necesariamente se cumple que

g_f)j (7<ai0)7 %r(aio)) - g_qu/ (’y(aiO)’ f‘y* <ai0)) ’

Esto equivale a decir que

‘C(P)/(a’io% '.7+(aio)) = £(7<ai0)7 ;7* (aio))

por tltimo, queremos concluir que 44 (a;,) = —(a;,). Para esto precisamos la hipétesis que la
transformada de Legendre £ es un difeomorfismo sobre su imagen, y es entonces inyectiva, con

lo cual

i (aiy) = Y- (as,) para todoi=1,..., k.

En conclusién, cualquier curva 7 extremal C' por partes, es necesariamente de clase C! y por

lo tanto, conforme al corolario anterior, termina siendo de clase C". O]
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2.1.3 Lagrangianos en variedades

Hasta ahora todo lo demostrado fue para lagrangianos en abiertos de R", todos estos resultados

se generalizan a variedades arbitrarias, aplicaindose localmente en entornos coordenados.

En el caso euclidiano, fue conveniente tomar las variaciones del tipo 7(t) + s7y1(¢) usando la
estructura de espacio vectorial de R", en variedades arbitrarias eso no es posible y se usan

variaciones mas generales.

Antes de pasar a el caso arbitrario probamos un tultimo resultado para M un abierto de R",
que establece una formula para la derivada de la accién con respecto a una variaciéon arbitraria

(sin extremos fijos) sobre una curva extremal.

Teorema 2.1.11 (Férmula de la primera variacién). Siy : [a,b] — M es una curva extremal de
un lagrangiano L de clase C?, definido en un abierto de R™, entonces, para cualquier variacion
de v T :[a,b] X (—¢,€) = M de clase C?, la deriwada de la accidn vale

d 0L or oL or

—Ap (T = —(v(b),¥()) | =—(,0) | — — .7 —(a,0) | .

Fa0)| = FEemam) (50.0) - S0 5@) ()

s=

DEMOSTRACION.
b
Ap(Ty) :/ L (Fs(t),@(t)) dt.
“ ot

Como L es diferenciable y I' es C? podemos derivar dentro del signo de la integral

" oL or'(t, s) or,
= [ (res. ) (Ge0) +

OL al'(t,s) 0°T,
+ 50 <F(t, s), Y (t)) (atas (t)) » dt
" oL . oL oL . 9Ty
= [ 5r0ma) (FE0) + Gre00) (Gt o
Como 7 es extremal de clase C? cumple las ecuaciones de Euler-Lagrange, entonces
bd [oL , Ty 0L . 0°Ty

= [ 450050 (GR0) + 5 6wa0) (Gaio)

- ZLha0) (o)

d
EAL(Fs)

d
Za(T)

s=0

a

Ahora podemos generalizar la definicién de curva extremal a una variedad cualquiera.
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Definicién 2.1.12. Sea M una variedad diferenciable y sea L : TM — R un lagrangiano de
clase C*. Una curva v : [a,b] — M es extremal si y solo si

d
%AL(FS) o - 0

para cualquier T : [a,b] x (—¢,¢) — M wvariacién de ~y de clase C?, tal que

[(a,s) =~(a) y T(b,s)=~(b) para todo s € (—¢,€).

Veamos que esta definicion coincide con la dada en el caso de M un abierto de R™. Si v es una
curva extremal en R" (con la definicién anterior) y I' : [a,b] X (—€,€) — M es una variacién
C? con extrems fijo, al calcular la derivada parcial segin s de la accién, como la variacién es

constante en los extremos, obtenemos que

or or d
.00 = —(b,0) =0 = —Al)| =0.

por la formula de la primera variacién 2.1.11. Reciprocamente, las variaciones en R" de la forma
['(t,s) = y(t) + s7(t) (donde v y 71 son curvas definidas en un intervalo [a,d], de clase C?
y C™ respectivamente) son variaciones de clase C? y cumplen la condicién de tener extremos
fijos, por lo cual

d
—A =0.
7 (v +sm) B 0

De igual forma que fue hecho en el caso euclideo, se generaliza a variedades arbitrarias lo

siguiente.

Corolario 2.1.13. Dado un lagrangiano L : TM — R, si una curva v : [a,b] — M minimiza

Ay en el conjunto de curvas C*(y(a),v(b),b — a), entonces v es una curva extremal de L.

Corolario 2.1.14. Sea L : TM — R un lagrangiano de clase C*. Si~y : [a,b] — M es una

curva extremal de clase C? entonces |y es extremal para todo subintervalo o', V] C [a,b].

A su vez, esto implica que si 7y es una curva extremal y un segmento |, ) esta incluido en un
entorno coordenado, entonces ese segmento cumple todo lo ya visto para el caso en que M es

un abierto de R”, en particular:

Teorema 2.1.15 (Euler-Lagrange). Sea M una variedad diferenciable y L : TM — R un

lagrangiano de clase C* en M. Sea 7y : [a,b] — M una curva extremal de clase C*. Entonces,
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para todo subintervalo [o',b'] C [a,b] tal que ([a',V]) estd incluido en un entorno coordenado

UC M, la curva |y cumple las ecuaciones de Euler-Lagrange en coordenadas.

Reciprocamente, si para todo ty € (a,b) ezxiste un € > 0 y un entorno coordenado Uy C M, en
el cual ¥ |jtg—eto1e) cumple las ecuaciones de Euler-Lagrange en coordenadas, entonces la curva

v es una extremal de L.

La prueba del enunciado reciproco se desprende de la prueba de la féormula de la primera
variacion, para el caso general en que M es una variedad diferenciable, que se demuestra a

continuacion.

Teorema 2.1.16 (Férmula de la primera variacién). Sea L : TM — R un lagrangiano C? en
una variedad M y sea 7 : [a,b] — M una curva extremal de clase C%. Entonces, para cada
[ :[a,b] x (—€,€) = M variacion C? de v, se cumple que

d oL or oL ar

— A (T = —(7(b),¥()) { =—(,0) ) — — e —(a,0) ).

Fa )| = Gr0mm) (F50.0) - 5 0@.5@) (o)

s—=
DEMOSTRACION. Como 7([a,b]) C M es compacto, podemos tomar una subdivisién de [a, b]

en subintervalos [a;, a;41] con i = 0,...,k, donde cada subsegmento 'y([ai, ai+1]) esté incluido

en un entorno coordenado.

Como 7|(4;,a;,,) €8 extremal, v cumple las ecuaciones de Euler-Lagrange en coordenadas y
entonces también cumple la férmula de la primera variacién (para el caso en que M es un

abierto de R™) vista en el teorema 2.1.11

@ pur = G O ) (G (e 0)) = S (@) (G @)

ds
Sumando en 7, encontramos que los términos intermedios se cancelan, entonces

k
d
— Z EAL (s .
=0 s

- g_i(fy(b),y(b)) <g—£(b, 0)) - g—i(v(aM(a)) (%(m)) -

s [ai,aiﬂ})
s=0

—AL(Ty)

[a¢:a¢+1])

s=0

O

El ultimo resultado que falta generalizar es que las curvas extremales son igual de regulares que
el lagrangiano que las genera. Al tratarse de una propiedad local solo precisa verificarse en un

entorno coordenado, por lo que se enuncia sin mayor aclaracion.
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Proposicién 2.1.17 (Regularidad de curvas extremales). Sea M wuna variedad diferenciable
y L :TM — R un lagrangiano de clase C™ con (r > 2) tal que su transformada de Legendre
L:TM — T*M es un difeomorfismo sobre su imagen. Entonces toda curva extremal C' por

partes es de clase C.

2.1.4 Campo de Euler-Lagrange

Sea L : TM — R un lagrangiano de clase C" no degenerado (con r > 2) y v : [a,b] — M
una curva extremal C? (que en definitiva es C"). Vista en cualquier sistema de coordenadas ~y

cumple la ecuacién de Euler-Lagrange

992 (3(0),4(0)) = 2 (1), (1)

Computando la derivada segun t, se obtiene que

%(wtmt)) (310)) = 52 (1(05(0) - aag (v(®).4(0) (3(1))

Como L es no degenerado (9?L)/(0v?)(x,v) es invertible y se puede despejar ¥(t) € TTM.
Esto da lugar a una ecuacién diferencial de segundo orden para ~y(t), que a su vez induce un

campo vectorial en el fibrado tangente X, : TM — TTM de clase C"~? definido como
(x,v) — <U,XL(x,U)> € TipyTM
con X, dado en coordenadas por la ecuacién
0*L ~ oL 0?L
S (@) (Xe(@,0) = T2 (,0) = == (,0)(v).

A priori este campo no esta bien definido, resta ver que es independiente de la parametrizacién.

Teorema 2.1.18. Sea L : TM — R un lagrangiano C" no degenerado con r > 2. FEntonces
existe un tinico campo vectorial X en TM, de clase C"~2, tal que sus soluciones son de la

forma t — (y(t),%(t)) donde v :[a,b] = M es una curva extremal de L.

DEMOSTRACION. Dado un (z.v) € TM, tomamos un entorno coordenado U C M de z. Como

la ecuacién diferencial del campo es de la forma (z,v) — (v, Xi(x, v)) sus curvas solucion son
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de la forma ((¢),¥(t)) con 7 : [a,b] = U C M de clase C". Por como se construyé el campo,

en esas coordenadas v cumple la ecuacién de Euler-Lagrange y entonces es una curva extremal.

Esto quiere decir que las curvas integrales de X7, son todas de la forma ¢ (W(t),ﬁ(t)) con
v : la,b] = M de clase C" curva extremal de L. Como la condicién de que v sea extremal no

depende de las coordenadas donde se mire, entonces el campo X, esta bien definido. O

Corolario 2.1.19. Sea L un lagrangiano C" no degenerado, con r > 2. Entonces para todo

(x,v) € TM existe una curva extremal vy : (—€,€) — M que cumple las condiciones iniciales

7(0) =z y¥(0) = v.

Si L es C® cualquier otra curva solucidn 5(t) coincide con ~(t) en la interseccion de sus

dominios.

DEMOSTRACION. Dado (z,v) € TM, como X es de clase C"2 entonces es como minimo
continuo, por el teorema de Peano existe una solucion ¢(t) : (—¢,e) — T'M con condicién
inicial (z,v). Por el teorema anterior, esta solucién es de la forma c(t) = (v(t),%(t)) con y(t)

una curva extremal de L.

Si L es C? entonces el campo X, es de clase C! y el teorema de Picard nos da la unicidad

deseada. O

Definicién 2.1.20 (Campo y flujo de Euler-Lagrange). Sea L : TM — R un lagrangiano C"
no degenerado, con r > 2. Al campo X : TM — TTM cuyas orbitas son de la forma (7,%)

con v una extremal de L, se lo denomina campo de Euler-Lagrange del lagrangiano L.

Sir > 3 este campo es inicamente integrable, es decir, genera un flujo parcial ¥ : TM — TM

de clase C"2, al cual llamaremos flujo de Euler-Lagrange del lagrangiano L.

Se enuncia un ultimo resultado (cuya demostracién se verd en la seccién 2.2) que implica que

el campo X, puede ser C° y tener un flujo parcial C*.

Teorema 2.1.21. Sea M una variedad diferenciable y L : TM — R un lagrangiano de clase C”
no degenerado, conr > 2. Si su transformada de Legendre L : TM — T*M es un difeomorfismo
sobre su imagen, entonces el campo Xy, : TM — TTM de clase C™2 es tinicamente integrable

y define un flujo local pF de clase C™71.
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2.2 Aspectos simplécticos

Mapas bilineales antisimétricos

Sea E un espacio vectorial real de dimension m y sea 2 : EF x F — R un mapa bilineal
antisimétrico, esto es, Q(u,v) = —Q(v,u) para todo u,v € E. Podemos caracterizar estos

mapas con las siguientes bases.

Teorema 2.2.1 (Base estandar de un mapa bilineal antisimétrico). Dado E un espacio vectorial
real de dimension finita y 2 : E x E — R un mapa bilineal antisimétrico. Se cumple que existe

una base {uy, ..., ug,e1,....€n, f1,..., fn} de E, tal que

Qu;,v) =0 para todoi=1,....k yv € E.
Qes,e5) =0=Q(fi, fj) para todoi,j=1,...,n.

Qei, f7) = 0i para todo i,j = 1,...,n.

FEste tipo de base se denomina base cancnica y en ella se tiene que la forma matricial de ) es

0 0 0 |
Quwv)=|—u || 0 0 1@ | |0
0 —Id 0 |

DEMOSTRACION. Se prueba por induccién, usando el proceso de Gram-Schmidt en una versién
antisimétrica. Sea el subespacio U = {u € E | Q(u,v) = 0 para todov € E} y {uy,...,ux}

una base de U. Sea W un subespacio complementario a U en F
E=U@ W

Agarrando un vector no nulo cualquiera e; € W, como no estd en U entonces existe f; € W

tal que Q(eq, f1) # 0, asumimos que Q(eq, f1) = 1.

Sea Wy = ey, f1] el subespacio generado por ambos vectores, y sea

Wi ={weW | Quw,v)=0 para todo v € W}
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el complemento ortogonal de W; en W. Probamos ahora que
W=w, & Wi
Para ver esto tomamos un v € W, si Q(v,e1) =c y Q(v, f1) = d, entonces

v=(de; —cf1)+ (v+cfy —del)J.

N J/ N

TV TV
€W ewit
Prosiguiendo, se toma un vector no nulo cualquiera e, € Wi, como no estd en U entonces

existe fo € Wit tal que Q(es, f2) # 0 y podemos asumir que (eq, f2) = 1. Sea Wy = e, f] el

subespacio generado por ambos vectores, el cual estd incluido en Wit.

Este proceso se contintia y eventualmente termina porque E tiene dimensién finita, obteniéndose
que

donde todos los sumandos son ortogonales con respecto a € y cada W; tiene una base {e;, f;}

con Qe;, fi) = 1. O

2.2.1 Variedades Simplécticas

Definicién 2.2.2. Un mapa bilineal antisimétrico 2 : E x E — R definido en un espacio
vectorial E de dimension finita, se dice simpléctico o no degenerado, si en la descomposicion

candnica dada por el teorema 2.2.1 se cumple que U = {0}.

Al par (E,Q) se lo denomina espacio vectorial simpléctico.

Proposicion 2.2.3. 5i Q) : E x E — R es una forma simpléctica en el espacio vectorial E

entonces la transformacion lineal Q: F — E* dada por

es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. El nicleo de Q es el subespacio U definido anteriormente, y como € es

simpléctica entonces U es nulo. O]
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Proposicién 2.2.4. Todo espacio vectorial simpléctico (E,€)) es de dimension par.

DEMOSTRACION. Tomando la base canénica dada por el teorema 2.2.1, como U = {0}, esta es

de la forma {ey,...,en, f1,..., fu} y por lo tanto E tiene dimensién 2n. H

Vemos ahora como tomar, en una variedad, formas simplécticas definidas en cada espacio

tangente y una nocion con la cual estas formas varien diferenciablemente.

Definicién 2.2.5 (2-forma de De Rham). Sea M wuna variedad diferenciable. Una 2-forma
de De Rham w en M asocia a cada punto p € M un mapa wy, : T,M x T,M — R bilineal

antisimétrico, de tal forma que w, varia diferenciablemente con p.

FEsto es, para todo par de campos de vectores tangentes X,Y € x(M), la funcion
wX,Y): M —-R D wy (X(p),Y(p))

es diferenciable.

Definicién 2.2.6 (Variedad Simpléctica). A una 2-formaw en M se la llama forma simpléctica
si es cerrada y w, es simpléctica en T,M para todo p € M. Diremos que el par (M,w) es una

variedad simpléctica.

Notar que para que w, sea simpléctica es necesario que 7,M tenga dimensiéon par, lo que

equivale a que M tenga que ser de dimension par.

Vamos a ver como se transportan formas diferenciales entre variedades, lo cual permite dar una

nocion de equivalencia entre variedades simplécticas.

Definicién 2.2.7 (Pullback). Sea My una variedad y (Ms, we) una variedad simpléctica. Dada
¢ : My — Ms una funcion diferenciable, definimos ¢*ws una 2-forma en My (llamada el pullback

por ¢ de wy) por la siguiente expresion

(@ wa)p (u,v) = (W2) s(p) (d(bp(u), dgbp(u)) para todo u,v € T,,M, .

Definicién 2.2.8 (Simplectomorfismo). Sean (M, w;) y (Ms,ws) dos variedades simplécticas
de la misma dimension, y sea ¢ : My — My un difeomorfismo. Diremos que ¢ es un

simplectomorfismo si

O wy = wy .
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El teorema de Darboux (enunciado a continuacién) establece que en la clasificacion médulo
simplectomorfismos de las variedades simplécticas no es posible utilizar invariantes locales, ya

que el tnico invariante local es la dimension.

Igual que toda variedad diferenciable es localmente difeomorfa a R", toda variedad simpléctica
es localmente simplectomorfa a (R*", wy). Donde wp : R*® — R estd dada por la base simpléctica
candnica, de la forma vista en 2.2.1, que consiste de los vectores e; = (0, ... ,\1/_/, 0,...,0) y
fi= (O,...,O,\l/_‘/,...,O) coni=1,...,n.

n+1
Teorema 2.2.9 (Darboux). Sea (M,w) una variedad simpléctica de dimension 2n y sea p

un punto cualquiera de M. FEntonces existe un entorno coordenado (U, x1,...,Tn,Y1,---,Yn)

centrado en p, tal que en U

w= i dx; N\ dy;.
i=1

A un entorno coordenado (U,xy,...,Tn,Y1,-..,Yn) cOn esas caracteristicas se lo denomina

entorno de Darbouz. Para ver una prueba del teorema consultar por ejemplo [HZ11, p. 10].

2.2.2 Fibrado cotangente y 1-forma de Liouville

Sea X una variedad n-dimensional y sea T*X su fibrado cotangente. Si tomamos una carta
local (U C X, z1,...,2,) con z; : U — R, entonces {(dz1),,...,(dz,).} (los diferenciales de

las funciones coordenadas) forman una base de T} X.

Entonces para cualquier 1-forma § € T X se tiene que & = Y1, &(dx;), para alguna n-upla
(&1,...,&) € R™. Esto da lugar al sistema de coordenadas (T*U, 1, ..., x,, &1, . . ., &) llamadas

coordenadas cotangentes de T*X asociadas a las coordenadas (U, x1, ..., z,).

Sea m : T*X — X la proyeccién natural del fibrado cotangente. Por conveniencia llamemos

M = T*X, tomando un punto p = (x,§) € M observemos las siguientes relaciones

M=T*X Tp]\/[ T];"M
w((2,6) == l [ Ty (@) (€) = € odm,
X T, X T*X

que indican una manera natural de “levantar” las 1-formas § € T; X a 1-formas en T(, T* X.
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Definicién 2.2.10 (1-forma de Liouville). Sea X una variedad diferenciable y sea M = T*X
su fibrado cotangente. Definimos la forma tautologica o 1-forma de Liouville como una seccion
a: M —T*M, tal que para todo punto (x,§) del fibrado cotangente, a(y ey : Twe)M — R es la

1-forma

Are) = (AT (2g))"(§) = {0 dmin g
V= £(d7r(m7§)(v))

donde m: T*X — X es la proyeccion canonica del fibrado.

Pasamos a ver como se expresa esta 1-forma en coordenadas cotangentes.

Proposicién 2.2.11. Sea (U C X, z1,...,x,) un sistema de coordenadas, con sus coordenadas
cotangentes asociadas (T*U,x1, ..., xn, &1, ..., &), Entonces la 1-forma de Liouville estd dada

en estas coordenadas por

n
i=1
DEMOSTRACION. Como la proyeccién 7 : T*X — X en coordenadas cotangentes cumple que

7T((.T1,...,$n,§1,...,£n)) = (T1,...,2Tp).

Si se toma un v € T(, ¢) M, entonces en estas coordenadas se escribe como

U—ZU, +Zw]85 - dﬂ'(xg) ZUZ

Ahora, como

) (v) = E(dT(e)(v) sz ( ) Z& v; = Zfi dz;(v)

La 1-forma de Liouville a posee la siguiente propiedad que la caracteriza.

Lema 2.2.12. Sea p: X — T*X una I-forma cualquiera en X con pu(z) = (z, ), entonces

o= .
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DEMOSTRACION. Sean (U, 1, ...,T,) coordenadas en un entorno de X. Vamos a verificar el
lema localmente usando las coordenadas cotangentes (T°U, 1, . .., x,, &1, - . ., &,) donde hacemos]]
énfasis en marcar la diferencia entre Z; : Y — R (las funciones coordenadas en X) con las
funciones coordenadas x; : T"U — R en T*X. Porque en general se hace un ligero abuso de

notacion llamando a ambas x;.

En estas coordenadas la 1-forma se plantea como p(r) = (xl, e Ty i (), ,,un(x)), su

diferencial es

0
dpp = dez +dx,uz 9E.

Por la proposicién anterior sabemos que en estas coordenadas oy p.,) = > iy fi(z) dz; y como

se tiene que (p*a)y = Q(zu,)(dapt) entonces

Zﬂz ) d; (Zdrm +dxm ) Z,Uz ) dT; = pig .

De especial importancia es que la 1-forma tautologica sirve para darle una estructura natural

de variedad simpléctica al fibrado cotangente de cualquier variedad.

Teorema 2.2.13. Sea X una variedad y sea M = T*X su fibrado cotangente. Si tomamos la
2-forma w en M dada por

w = —du

donde oo : M — T*M es la 1-forma de Liouville, entonces (T*X,w) es una variedad simpléctica.

DEMOSTRACION. Por ser la derivada exterior de una 1-forma, inmediatamente sabemos que
w es cerrada. Nos resta verificar que es no degenerada, para lo cual tomamos un sistema de

coordenadas cotangentes (T*U, 1, ..., 2n, &, ..., &) enlas cuales ey = Y1 & d;, entonces

i=1 =1 =1

Ahora, tomamos un vector tangente arbitrario v € T(, ¢)M y lo descomponemos en

U—Zvl jLX:wZagz
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Por lo tanto, si fijamos el v, obtenemos la siguiente 1-forma en T, ¢) M

Wae(0,7) =D vd& = wida; .
i=1 i=1
Como el conjunto {dz1,...,dx,,d&s, ..., d&} es una base de 17, )M entonces

Wize)(v,-) =0 siysolosi v=0.

concluyendo que w es no degenerada y por ende, simpléctica. O

2.3 Campo y flujo de Hamilton

Lema 2.3.1 (Gradiente simpléctico ). Sea H : U C X — R es una funcion C" definida
en un abierto de la variedad simpléctica (X,w). Entonces existe un unico campo vectorial

Xy :U — TU de clase C™1, llamado el gradiente simpléctico de H, con la propiedad

we (Xp(z), ) =d.H(-).

DEMOSTRACION. Como el mapa @, : T, X — T X que asocia v — w,(v,-) es un isomorfismo
(probado en la proposicién 2.2.3) entonces el vector Xy (x) existe y es tnico. A su vez Xy es

de la misma clase de regularidad que dH por lo tanto es C"71. O

Definicién 2.3.2 (Flujo hamiltoniano). Sea H : U C (X,w) — R un mapa de clase C". El

campo Xy : U — TU dado por la propiedad
we (Xp(z), ) =d.H(") para todo x € U

se lo denomina campo hamiltoniano. En el caso que r > 2, este campo induce un flujo parcial

(tinicamente integrable) ¢ : (—e,€) x U — X llamado flujo hamiltoniano de H.

Una primera propiedad directa del flujo hamiltoniano es que preserva a la funcién que lo genera.

Proposicién 2.3.3. Sea H : U C X — R una funcion C* y Xy su campo Hamiltoniano.

Entonces H es constante en las drbitas del flujo hamiltoniano ¢f.

DEMOSTRACION. Alcanza con probar que d,H (Xp(x)) = 0 para todo = € U. Por definicién
doH (Xy(2)) = we (Xu(z), Xu(z)) =0

porque la forma simpléctica w, es antisimétrica para todo x € U. m
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2.3.1 Subespacios y subvariedades lagrangianas

Definicién 2.3.4 (Subespacio lagrangiano). En un espacio vectorial simpléctico (E,w) un

subespacio F' se dice lagrangiano si
. L.
dim(F) = 5 dim(F)

y la forma simpléctica w es idénticamente nula restricta a F' x F.

Los subespacios lagrangianos son, en cierta medida, maximales con respecto a anular la forma

simpléctica w.

Lema 2.3.5. Sea F' un subespacio lagrangiano de (E,w) espacio vectorial simpléctico. Siv € E
es tal que

w(v,u) =0 para todou € F = v € F.

DEMOSTRACION. Tomando F* = {v € E | w(v,u) = 0 para todo u € F'} el subespacio perpendicular]

a F', como el propio F es lagrangiano tenemos que F C F*.

A su vez, el mapa @ : E — E* dado por v — w(v,+) es un isomorfismo (proposicién 2.2.3) y la
imagen de @(F+) = {p € E* | pr= O} se puede identificar con (E/F)* por lo tanto tenemos

que la dimension
1
dim(F*) = dim(o(F*)) = dim((E/F)*) = dim(E) — dim(F) = 5(:hm(E) = dim(F)
lo cual, sumado al hecho que F' C F*, implica que F+ = F. O

Definicién 2.3.6 (Subvariedad lagrangiana). Sea (X,w) una variedad simpléctica y N C X
una subvariedad. Decimos que N es una subvariedad lagrangiana si para todo x € N el espacio

tangente T,N C (T, X,w,) es un subespacio lagrangiano.

El siguiente teorema ilustra un posible comportamiento de las subvariedades lagrangianas

respecto al flujo hamiltoniano en una variedad simpléctica.

Teorema 2.3.7 (Hamilton-Jacobi). Sea H : U C (X,w) — R una funcion C* definida en
un abierto de una variedad simpléctica. FEntonces, una subvariedad lagrangiana N C U es

localmente invariante por el flujo hamiltoniano ¢! si y solo si H es constante en N.
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DEMOSTRACION. Si N es invariante por el flujo ¢ entonces las curvas v(t) = ¢(z) con
t € (—e,¢) tienen velocidad Xg(z) € T,N en t = 0. Como N es lagrangiana, el diferencial de

H en N cumple que

doH| 1,y = we (X (2), - )|ry =0
por lo cual la restriccién de H a N es constante.

Reciprocamente, si H es constante en N entonces d,H |7,y = 0 para todo x € N. Esto equivale
a que

wy (Xu(z),v) =0 para todo v € T,N

y por el lema 2.3.5, como T, N es un subespacio lagrangiano entonces Xy (z) € T, N para todo

r € N.

Con esto vemos que podemos restringir el campo Xy de clase C! a un campo en la subvariedad
N, por la unicidad del teorema de Cauchy-Lipschitz, las soluciones de ¢ en N también son

6rbitas de ¢! en X y por lo tanto la subvariedad N es invariante por el flujo hamiltoniano en

X. ]

2.3.2 Hamiltonianos y Lagrangianos

En esta secciéon vinculamos langrangianos L : T'M — R definidos en una variedad diferenciable
M, con mapas H : T*M — R cuyos flujos hamiltonianos van a ser conjugados al flujo de

Euler-Lagrange mediante la transformada de Legendre, siempre y cuando L sea no degenerada.

Definicién 2.3.8. Si L : TM — R es un lagrangiano de clase C' en la variedad M, se define
el mapa H:TM — R como

Proposicién 2.3.9. Sea L un lagrangiano de clase C* en la variedad M. Si~y : [a,b] — M es

una curva extremal de clase C? de L, entonces el mapa H : TM — R es constante en la curva

velocidad (v,7) : [a,b] — TM.

En particular H es invariante por el flujo de Euler-Lagrange ¢F cuando este existe.
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DEMOSTRACION. Veamos en coordenadas que localmente el mapa H restricto a la curva (v,5)

H(y(1),5(1)) = %(v(t)d(t)) (7(®) = L(v(#), (1))

tiene derivada nula respecto al tiempo.

Sa60.40) = 5 (E00.50)) 60) + FE60./0)60) -

‘Z_ﬁ ((8):3(0) (5(0) = 52 (1), 5(0) (51))

_ [% (g_f;(y@),ﬁ(t)))—g—’;(ww,w(w) (5(6)
=0

porque, al ser extremal de L, la curva velocidad (v,5) € TM cumple las ecuaciones de
Euler-Lagrange en cualquier sistema de coordenadas. Para completar la prueba recordamos
que fue demostrado en el teorema 2.1.18, que si L es no degenerada, entonces existe el flujo de
Euler-Lagrange ¢F y sus soluciones son curvas de la forma (vy,%) con 7 : [a,b] — M una curva

extremal. n

La intencién es buscar un analogo del lagrangiano de una variedad M, en su fibrado cotangente
T*M donde tenemos una estructura simpléctica natural. Para eso precisamos que la transformadalj
de Legendre asociada al lagrangiano, sea una buena correspondencia entre los fibrados T'M y
T*M.

Definicién 2.3.10 (Hamiltoniano). Sea un lagrangiano L : TM — R de clase C?. Si la

L
transformada de Legendre £ : TM — T*M dada por L(z,v) = (x,?—(w,v)) restricta a
v

un abierto U de M es un difeomorfismo sobre su imagen, entonces definimos el hamiltoniano

asociado H : L(U) C T*M — R como

H=Hof!
oL
H(.Qi,p) = %(1‘7?)?)(“;0) - L(ZL’,Up)
oL

donde v, es el unico vector de T, M que cumple a—(:c,vp) =pelrM.
v

Proposicién 2.3.11. Sea L : TM — R un lagrangiano de clase C* con k > 2. Si la
transformada de Legendre L : TM — T*M restricta a un abierto U C M es un difeomorfismo

sobre su imagen, entonces el hamiltoniano H = H o L' también es de clase C*.
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Ademds, si U es un entorno coordenado, tomando en TU las coordenadas canonicas y en T*U

las coordenadas cotangentes, se tiene que

O ) =
ap T,p) =70

OH oL
%(f&p) = —8—I($,U)

donde L(x,v) = (z,p).

. 0
DEMOSTRACION. En coordenadas tangentes (x,v) = (21,...,%p,V1,...,U,) CONU = ) 0; =—— S
y en coordenadas cotangentes (z,p) = (21,...,2n,&1,...,&,) con p=>_.& dx;. Con lo cual

oL oL “ L
H (x, %(x, v)) = %(x, v)(v) = L(z,v) = ZZ 8_m(x’ v)v; — Lz, v).
Diferenciando segin v; obtenemos
d oL ~OH ( 0L 9’L
a4 — bt
dv; ( " v (a:,v)) Z Ip; (:1:, v ('I’U)) ;00 (z,v)
- oL oL
Z 81}1 J )+ 8—%_(90,0) - a—vj(%v)
de donde
OH [ OL d*L - L
o0, <x, %(x, U)) s, (x,v) = Z v; s, (x,0). (%)

i=1
Ahora bien, como la transformada de Legendre es un difeomorfismo sobre su imagen, entonces
su diferencial es invertible, en las coordenadas que estamos usando este es

Idgn 0
d(mﬂ,)ﬁ = a2L 32

81}(91:(:6’?}) Ov 2(

x,v)

0L
vl-@vj
ultimo con la ecuacion (%) concluimos que

lo que implica que la matriz ( (x, v)) es invertible para todo (z,v) € U. Juntando esto
ij

H L
g_m(x’(z)_v(x’v)> = v paratodo j=1,...,n

como queriamos.
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Para probar la otra igualdad pasamos a diferenciar segin x;:

o
A

d oL OH [ oL "OH [ OL N 92
2 (#gyem) = @(I’%W))*;api (= e gy

= S ) - g

;0

y haciendo uso de la parte anterior hemos conseguimos probar que

0OH oL oL

8_% (w,%(m,v)) :—8—%(%0) para todo 7 =1,...,n

Por tltimo verificamos la regularidad de H. El lagrangiano de partida L es de clase C* con
k > 2, con lo cual la transformada de Legendre £ es de clase C*~'. Tomando un punto

(x,p) € T*U sabemos que existe (z,v,) con L(z,v,) = (z,p). Tenemos entonces que

oH,
a_p(x7p> = Ty (ﬁ (I,p))
OH oL

%(ZE,]ﬂ = _% (£_1(17p))

donde la funcion 7w, : TU — R™ de clase C*°, es la proyeccién de los vectores v € T, M en
sus componentes canénicas. Entonces, por ser composicién de funciones C*~1, las derivadas

parciales de H son de clase C*~! y por lo tanto H es de clase C*. O

Pasamos a usar la transformada de Legendre para transportar campos vectoriales de TM a

T* M, en particular, el campo de Euler-Lagrange.

Teorema 2.3.12. Sea L : TM — R un lagrangiano C*, con k > 2, y supongamos que su
transformada de Legendre L : TM — T*M, restricta a un abierto U C M es un difeomorfismo

sobre su tmagen, con lo cual L es no degenerada en U.

Si se transporta a L(U), mediante dC : TTU — TT*U, el campo de Euler-Lagrange Xy,
asoctado al lagrangiano L, entonces este campo coincide con Xy, el campo hamiltoniano dado

por la forma simpléctica candonica en T*M, donde H : T*U — R es el hamiltoniano asociado a

L.

Se tiene ademds que X1, es de clase C*~1, y en particular, aiin cuando k = 2 el campo X, es

tiinicamente integrable y define un flujo parcial ¥ : (—e,e) x U — M de clase C* en U.
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L
a—(a:,v) € T*U cumpliendo
v

que L(z,v) = (z,p). Como vimos en el teorema 2.1.18, el campo de Euler-Lagrange en un

DEMOSTRACION. Fijando un punto (x,v) € TU, tomamos p =

entorno coordenado se expresa como X (z,v) = (x, v,v, Xp(z, v)) € TTM, donde

oL 0*L _ 0%’L
%(m,v) = W(m,v)(XL(x,v), . ) + axav(x,v)(v, ).

Calculando su imagen por el diferencial de la transformada de Legendre, se obtiene lo siguiente

e £(X10,0) = (0,0 G 00 (Kali),0) + 5 0)0) ) = (im0, G ).

Agregando a esto el resultado de la proposicion anterior, podemos decir ain mas

oH oH

d(x,v)E(XL(l’,v)) = (:L',p, 8—p($,p), —%(x,p)) e TT*U.

Falta comprobar que ese es Xy, el campo hamiltoniano asociado a H, para eso calculamos la

contraccion del campo, por la forma simpléctica w, en coordenadas cotangentes

" OH 0 OH 0

Wep) (e L(Xelv), ) = D dr; Adp; (8_pax< - axﬁp-)
i=1 (A (A (A 1
" OH OH

Para concluir, sabemos por la proposicién anterior que el hamiltoniano H es de clase C¥,
por ende el campo hamiltoniano es de clase C*~! y su flujo ¢ también. Por otro lado el
difeomorfismo L[y es de clase C*~! y manda al campo X en Xy, consecuentemente el flujo

local de X1 |y coincide con £71 o ¢ o £ que es de clase C* 1. O

Una ultima observacion para cerrar esta seccion, cuando el lagrangiano L : TM — R es
no degenerado de clase C", con r > 2, sabemos (proposicién 2.1.1) que la transformada de
Legendre £ : TM — (T*M,w) es un difeomorfismo local. Entonces podemos hacer el pullback
de la forma simpléctica w, a una 2-forma no degenerada L*w en T'M. Para poder decir que
es cerrada requerimos que L sea por lo menos de clase C®, y en ese caso (T'M, L*w) es una

variedad simpléctica.

Con esto podemos interpretar el campo X como el campo hamiltoniano asociado a la funcion

H en (TM, L*w). De esta forma, el resultado de la invariancia de la funcién H mediante el flujo
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de X (proposicion 2.3.9) se desprende de la invariancia de una funcién en su flujo hamiltoniano,

probada en la proposicion 2.3.3.

Sin embargo, no podemos obtener los mismos resultados de regularidad del flujo de Euler-Lagrangell

obtenidos en esta seccién, porque H es de clase C"~! cuando H es de clase C.
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Meétrica de Jacobi-Maupertuis

Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensién n. Dado un potencial V' : M — R de clase

C*, tomamos un lagrangiano L : TM — R definido por
1
L(w,v) = S[lvl* = V(z).

La energia E : TM — R asociada a este lagrangiano es una cantidad que se conserva en las

curvas extremales, y estd dada por
1
E(z,v) = vl +V(2).
Su hamiltoniano £ : T*M — R es
1
H(z,p) = 5lp* + V()
donde ||p|| es la norma dual en el fibrado contangente, es decir, ||p|| = || v || donde v € T, M
es el unico vector tal que p(u) = (v, u) para todo u € T, M.

La transformada de Legendre £ : TM — T*M

L(xz,v) = (z,py,)
donde p, € T M esté definido por p,(u) = (v,u)
Observacion. Este tipo de Lagrangiano es simétrico en las fibras, para todo (z,v) € TM se
cumple que L(z,v) = L(z,—v). Esto implica que si una curva v : [a,b] — M es extremal
entonces la curva —v : [—b, —a] — M, dada por —v(t) = y(—t) tiene la misma accién que v y

también es extremal.
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Construccion de la métrica de Jacobi-Maupertuis

Dada una curva diferenciable 7 : [a,b] — M, tenemos que la accién del lagrangiano es
b b
. L, .
we) = [ 2o s@)a= [ Lo R -vew)a.

Dado un A € R calculamos la accién del lagrangiano L + h,

bewn() = [ LOW.30) +hdt= [ 1501+ b= V(0) de.

Ahora vamos a usar una propiedad elemental: si A y B son dos nimeros reales, se cumple que
(A — B)? > 0y esto implica que A? + B? > 2AB, con igualdad si y solo si A = B. Para usar
esto suponemos que h — V(”y(t)) > 0 para todo t € [a,b]. Tomando

N

A<t>=%\|w>n v Bt)=[h- V()]

para cada t € [a, b], entonces

A(t)* + B(t)* = %Ilﬁ(t)ll2 Fh=V((®) > [2(h=V(y®))]* [50)]| = 24()B()

integrando en [a, b] se mantiene la desigualdad

bon() = [ SO+ -Ve@)d = [ R(h-vO@)]E 0l o

dandose la igualdad si y solo si

@I = [2(h =V ((®))]

=

Vit e a,b].

El lado derecho de la ecuacién (1) nos sugiere tomar una nueva métrica riemanniana que haga
que esa integral sea la longitud de la curva 7. Para eso tenemos que restringirnos al subconjunto

Vi={x€ M /h—V(zx) >0} el cual es un abierto de M porque V es continua.

Definicién 3.0.1 (Métrica de Jacobi). Sea (M, g) una variedad riemanniana yV : M — R
una funcion diferenciable. Dado un h € R, en el abierto V), = {x € M / h > V(x)} se define

una nueva métrica riemanniana gy dada por
gr=2h=V)-g

llamada la métrica de Jacobi con energia h. Es decir, para todo x € V), y todo par de vectores

(u,v) € T,M, se tiene que

(u,v),, =2(h—V(x)) (u,v),
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En lo que sigue, fijamos una energia h > miny, V' y tomamos la métrica g; asociada en V,.

Llamamos ¢;(7y) a la longitud de una curva v : [a,b] — V}, en esta nueva métrica, donde

[NIES

b
5@, dt - (2)

b
60) = [ 1Ol dt = [ (0= (2(0)]
Proposicién 3.0.2. Sea v : [a,b] — M wuna curva diferenciable. Si el segmento de curva

v([a, b]) estd incluido en Vj, entonces

Apin(y) > 45(v)-

La igualdad se cumple sty solo st la curva (7,%) € TM estd incluida en el nivel de energia h

del lagrangiano.

DEMOSTRACION. Que A, (y) > £;(7) proviene de las ecuaciones (1) y (2). La igualdad se

da si
14 | = [2(h — V(7(1))]?

para todo t € [a,b]. Esto equivale a que la energia de la curva

B((0),4(1)) = 5 14() I +V (3(1)) =

para todo t € [a, b]. O

3.1 Reparametrizaciones a un nivel de energia dado

Como el caso de que una curva tenga energia constante es importante, vemos que siempre se

puede reparametrizar una curva para lograrlo.

1
Proposicién 3.1.1. Sea L(z,v) = §|]v||2 — V(z) un lagrangiano en (M,g), con V : M — R
un mapa diferenciable. Dado h € R y una curva 7y : [a,b] — Vj, de clase C*, tal que ¥(t) # 0
para todo t € [a,b], entonces existe una reparametrizacion 7 : [c,d] — Vj, con energia constante

e igual a h.

DEMOSTRACION. Vamos a ver que existe ¢ : [0,7] — [a,b] un difeomorfismo de clase C! con
¢(t) > 0 para todo t € [0,T], tal que 7 : [0,7] — V,, dada por #(t) = v(4(t)) tiene energfa

constante h.
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Igualando la energia de %(t) a h, obtenemos

B (3(0),4(0) = 5602 | 4(60) [+ V (1(6(2))) = 1.
Como h — V (v(4(t))) > 0 para todo ¢ € [0, T], separamos variables de la siguiente manera

o(1)* |4 (o(t) ||
2[h =V (3(e(0))] ~

y COmMo queremos que gb(t) > (0 tomamos la raiz positiva

t) || () ||

[(h—vmwo»ﬂ%

Luego integramos ambos lados entre 0 y ¢

/t D I3, _,
: w—vw(qxs»)m

Haciendo el cambio de variables u = ¢(s) obtenemos

6(t) _
/ RO
o 200 =V(W)))

Como estamos suponiendo que h — V(y(¢(t)) ) > 0y #(t) es continua y no nula para todo

=1.

t € [0, T, entonces la funcién f : [a,b] — R dada por
[ (w) ]
2(h=V(y())]*

es continua y positiva. Tomamos F : [a,b] — [0, 7] una primitiva de f. Por lo anterior sabemos

que F es de clase C! y tiene derivada positiva en todo el intervalo, entonces es invertible. Con

/ " W
t = al - du = F((t)) — F(a).
. [2(h=V(y(w))]?

Concluimos que definiendo ¢ : [0,7] — [a, b] de la siguiente forma

esto vemos que

o(t) = F ' (t + F(a))

cumple que ¢(t) > 0 para todo t € [0,T] y la curva 3(t) = y(qb(t)), reparametrizacion de ~,
tiene energfa constante £ (7(t),7(t)) = h. O

40



Geodésicas minimizantes de la métrica de Jacobi

3.2 Geodésicas minimizantes de la métrica de Jacobi

3.2.1 Curvas absolutamente continuas y minimizantes a tiempo libre

Vamos a relacionar las geodésicas de la métrica de Jacobi con las curvas minimizantes a tiempo

libre de la accién L + h. Para eso, primero algunas definiciones.

Definicién 3.2.1 (Curvas absolutamente continuas). Sea una curva v : |a,b] — (M,d) un
espacio métrico. Decimos que 7y es absolutamente continua si para todo € > 0 existe un § > 0

tal que para cualquier familia (a;, b;)ien de intervalos de disjuntos de |a, b] tales que

Zbl—al<(5

se cumple que

3 d((b:). (@) <.

ieN
Es claro que las curvas absolutamente continuas son uniformemente continuas. Se usan en la
teoria desarrollada por Tonelli para probar la existencia de curvas extremales minimizantes de
la acciéon de L. Donde los lagrangianos que se toman son los llamados de Tonelli, que son

convexos en las fibras, de clase C? y superlineales sobre compactos de M.

El siguiente teorema sin demostracién (consultar [BGH98, Teorema 2.17]) muestra por qué las

curvas absolutamente sirven como conjunto sobre el cual tomar la acién del lagrangiano.

Teorema 3.2.2. Una curva v : [a,b] — R™ es absolutamente continua si y solo si se cumplen

las siguientes condiciones:

(1) La derivada (t) existe en casi todo punto de [a,b).
(2) La derivada * es integrable Lebesgue en [a, b].
(8) Para cada t € [a,b] se tiene que (t) —y(a) = [, (s)ds.

Definicién 3.2.3. Sean x,y € M dos puntos cualquiera y T > 0 un tiempo positivo. Al

conjunto de curvas absolutamente continuas que unen x ey en tiempo 7, lo llamamos

C(x,y,7) ={v:[a,b] = M absolutamente continua | ~v(a) =z, y(b) =y, b—a=71}.
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También llamamos

Clx,y) = | Cle,y,7)

>0
al conjunto de curvas absolutamente continuas que unen dos elementos de M sin restriccion en

el intervalo de tiempo en que estdn definidas.

Volviendo al caso de una variedad riemanniana M y un lagrangiano L : TM — R, en la

busqueda de minimos de la accion se definen las siguientes funciones

Definicién 3.2.4. Sea ¢ : M x M x R™ — R dada por

§b($,y,7) = inf {AL(’V) | S C(ZE,y,T)}

Junto con
O(a,y) = inf ¢(x,y,7) = inf {Ar(y) [ 7 € C(z,9)}

el llamado potencial critico de Mané o también llamado potencial de accién critica.

Con esta notaciéon vemos que una curva 7 : [0, 7] — M minimiza la accién si

Donde se esta minimizando entre las curvas definidas en el mismo tiempo que ~.

Definicién 3.2.5 (Minimizante a tiempo libre). Una curva absolutamente continuay : J — M

definida en un intervalo J C R es minimizante a tiempo libre si

A (Vay) = ¢(1(a),7(b))

para todo subintervalo compacto [a,b] C J.

3.2.2 Propiedades de las minimizantes a tiempo libre en la métrica

de Jacobi

Suponiendo la existencia de minimizantes a tiempo libre (que aclararemos en el siguiente
capitulo) vemos que rol juegan en la variedad (V},, g;) correspondiente al nivel de energia h

con la métrica de Jacobi.

Empezamos con un lema que nos sera de mucha utilidad en lo que sigue.
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Lema 3.2.6. Siv:[0,T] — V}, es una curva diferenciable, minimizante a tiempo libre de Ay,

para algin h € R, entonces es extremal de L y E(fy(t), "y(t)) = h para todo t € [0,T].

DEMOSTRACION. Sea o € C(7(0),7(T),T).Como
T
Ap (o) = / L(o(t),6(t) + hdt = Ay (o) + T
0
Tenemos que la desigualdad Ay (o) > A p(y) equivale a
que implica la minimizacién de Ay, de la curva ~
Ar(o) = AL(v).

Al ser v una minimizante de la accién de L, por el corolario 2.1.13, es una extremal. A su vez,
por ser extremal sabemos que la curva (v, ) tiene energia constante. La proposicién 3.0.2 dice

que

Apn(v) = £5(v)

con igualdad si y solo si (7,%) estd en el nivel de energia h del lagrangiano. Si v no estuviera
en el nivel h, por la proposicién 3.1.1 se podria reparametrizar a una curva con los mismos

extremos y con accion Ay, menor, contradiciendo que v sea minimizante a tiempo libre.

El siguiente teorema muestra la relacién que hay entre las geodésicas minimizantes de la métrica

de Jacobi y las extremales de L.

Teorema 3.2.7. Sea (M, qg) una variedad riemanniana y sea L : TM — R un lagrangiano
1

dado por L(z,v) : 5 |v]]* =V (x) con V : M = R un mapa diferenciable. Dado un h € R, sea

Vi={xe M /h—-V(z) >0} abierto de M.

(a) Si~y:la,b] = Vi es una geodésica minimizante de la métrica de Jacobi y se reparametriza
a una curva 7y : [0,T] = V} con energia h constante, entonces 4 es una minimizante a

tiempo libre de Ap.p,.
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(b) Reciprocamente, dada~y : [0,T] — M una curva minimizante de A, si es una minimizantd]
a tiempo libre de Ay yj, con h = E(’y(t),"y(t)), entonces v admite una reparametri-zacion

v, a una geodésica minimizante de la métrica de Jacobi.

DEMOSTRACION. (a) Sea o € C(y(a),(b),b— a) por la proposicién 3.0.2 tenemos que
Apin(o) = £;(0).

Como estamos suponiendo que 7 es geodésica minimizante de g; y tiene los mismos extremos

que o, entonces su longitud va a ser menor o igual, es decir

li(o) = L;5(7).

Recordar que £;(%) = £;(v) porque una reparametrizacién no cambia la longitud. A su vez,

como (7, ’?) esta en el nivel de energia h, por la proposicion 3.0.2, se cumple que

Cy(7) = Arin(7).

Juntando estas desigualdades obtuvimos que

Apin(o) 2 Ls(0) = £5(7) = L5(7) = Apsn(7) -

Con lo que la accién de L + h de la curva 4 es menor a la accién de cualquier otra curva ¢ con
los mismos extremos y a tiempo libre. Entonces 7 : [0, 7] — M, la reparametrizacién a energia

h de una geodésica minimizante de ¢g;, es minimizante a tiempo libre de la accién de L + h.

(b) Para ver la prueba del reciproco primero recordamos que, si v : [0,7] — M es una
minimizante a tiempo libre de Ay, entonces, por el lema 3.2.6, tiene energia constante h.

Por la proposicién 3.0.2 sabemos que Ay, (7) = £;(7).

Sea o € C(7(0),7(T), T) una curva diferenciable arbitraria con los mismos extremos que 7. Sea
g :10,T'] — V}, su reparametrizacién a energia h, nuevamente por la proposicién 3.0.2 tenemos

que y(0) =L;(6) = Apyn(0).

Comparemos las longitudes de o y 7, dos curvas en V}, con los mismos extremos:

ly(o) = 0,(0) = Apsn(0) = Arin(y) = €5(7) -
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Con lo cual

ly(o) > Ls(7)-

Entonces la curva v : [0,7] — V}, minimiza la distancia entre sus extremos en la métrica de
Jacobi. Es mas, esto implica que minimiza la distancia entre cualquier par de puntos de su
imagen, lo que significa que se puede reparametrizar a una geodésica minimizante de la métrica

de Jacobi. O

3.3 Rayos geodésicos

Los rayos geodésicos son andlogos riemannianos de semi-rectas y no son compatibles con
variedades compactas, por lo que, en lo que sigue se trabajard con variedades completas
no compactas. En esta seccion vemos sus caracteristicas basicas para luego usarlas en la

construccién de las funciones de Busemann.

Definicién 3.3.1. (a) Una geodésica vy : I — (M,g), donde I C R es un intervalo abierto,

es una geodésica minimizante si ¥V [a,b] C I la restriccion v|jap minimiza la distancia

entre y(a) y y(b).

(b) Un rayo geodésico en una variedad riemanniana (M,g) es una geodésica minimizante

v :[0,400) = M parametrizada por su longitud de arco.

Los rayos cumplen que la distancia entre cualquier par de puntos de su imagen es

d(v(t1),¥(t2)) = (V] az) = t2 — 1
donde se asume que 0 < t; < ts.

La siguiente proposicion muestra que la compacidad no es compatible con la existencia de rayos.

Proposicién 3.3.2. Sea (M, g) una variedad riemanniana completa. Son equivalentes:

(a) M es compacta.

(b) M no admite rayos geodésicos.
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DEMOSTRACION. [(a) = (b)] Dado un punto cualquiera xy € M la funcién distancia a ese
punto d,, : M — R es continua. Por ser M compacto la funcién d,, tiene maximo, esto implica
que toda geodésica minimizante, parametrizada por longitud de arco, que parta de xq tiene

longitud menor o igual a ese maximo, por lo tanto no puede ser un rayo.

[-(a) = —(b)] Probaremos que si la variedad (M, g) es completa no compacta entonces admite
rayos geodésicos. El teorema de Hopf-Rinow (ver por ejemplo [doCar79, p. 120]) nos dice que

por ser no compacta, existe una sucesion {¢,} de puntos tales que para cualquier p € M

lim d(g,,p) = +oo.

n—-+00

El teorema también dice que existen geodésicas minimizantes entre dos puntos cualquiera de

la variedad.

Fijando un p € M y una sucesién {g,} como arriba, tomamos curvas geodésicas minimizantes
Y : [0, d(gn, p)] = M parametrizadas por longitud de arco que unen p con ¢,. Estas son dadas
por el mapa exponencial en p

T (t) = exp,(tvy,)
donde los vectores v,, = 4,(0) € T,M tienen norma unitaria. Al estar en una esfera podemos
extraer una subsucesién convergente de vectores unitarios {v,, } — v € T,M, sin perder

generalidad asumimos que la sucesién original {v,} — vs.
Sea Yoo : [0, +00) — M la geodésica que parte de p con velocidad v, dada por

Yoo (t) = expy(t V) -
Queremos ver que es un rayo y para eso probamos que minimiza la distancia entre p = 7,,(0)

y cualquier punto intermedio v (t).

Como las geodésicas 7, tienen longitud d(gq,,p) — +oo, para cualquier ¢t > 0 existe un K > 0
tal que las curva 7, estan definidas en ¢ para todo n > K. A su vez, como el mapa exponencial

es continuo, se cumple que para n > K

lim v,(t) = Hm exp,(tv,) = expy(t va) = Yoo(t) .

n—+400 n—-400

El mapa d, : M — R, distancia al punto p, también es continuo y como d, (%(t)) = t para

todo n > k se tiene que

dy(Yos () = lim d,(7(t)) =t = (Vo0 |10, )

n——+oo
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y por ende v, es un rayo geodésico. O

3.4 Funciones de Busemann

En esta seccion presentamos las funciones de Busemann, desarrolladas por Herbert Busemann
a mediados del siglo XX. El se interesé en ver que propiedades de la geometria riemanniana
se podian generalizar a espacios sin una estructura diferencial, en los cuales utilizé6 como
nocion de geodésica las curvas que minimizan la distancia. Para dar un ejemplo de como
se menajaba sin conceptos diferenciables, definié la curvatura negativa de un espacio mediante
una comparacion de la longitud de la paralela media de un tridngulo geodésico (donde geodésico
significa compuesto de curvas que minimizan la distancia), siendo de curvatura negativa si esa
longitud es menor a la mitad de la longitud del cateto paralelo. Para un tratamiento mas

profundo del tema sugerimos la lectura de [Pap05], [Gro07] y [Bus05].

En esta seccion primero miramos primero un caso mas general en espacios métricos, para luego

enfocarnos en el caso de (M, g) una variedad riemanniana con su distancia asociada.

3.4.1 Construccion general en un espacio métrico

Sea (M, d) un espacio métrico. Dado un punto x € M, se define la funcién distancia al punto
dy : M — R
y = d(y, )

Por la desigualdad triangular, si y,z € M entonces d,(y) — d.(z) < d(y, z) e intercambiando y

con z obtenemos que
|d.(y) —d.(2)] < d(y,z) conigualdadsiiz=y 6 z==x. (®)

Entonces la funcién d, es 1-lipschitz para todo x € M y en particular es continua. Definimos

el mapa B que a cada punto de M le asocia la funcion distancia a ese punto.

B: M — C(M,R)

T~ d,
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En el espacio C (M, R), de funciones continuas de M a R, tomamos la topologia de convergencia
uniforme en compactos: dado un compacto K C M, la métrica del supremo en él es la funcién

d¥ : C(K,R) x C(K,R) — [0, +00) que a cada par de funciones f, g € C(K,R) asocia el valor

d%(f,g) = sup | f(x) — g(x) | < +oc.

Una sucesion { f,, tnen de funciones de M en R, converge uniformemente en compactos a una
funcién f si

lim dZ(fn, f) =0

n—oo
para todo K C M compacto. Como la convergencia uniforme preserva la continuidad, si las

funciones f, son continuas para todo n € N, entonces la funcién limite f también lo sera.

Ahora, fijemos un punto cualquiera xq del espacio métrico (M, d) y para cada x € M consideremosf

la funcién B, : M — R dada por

Observar que para todo x € M se cumple que

(a) B, € C(M,R).
(b) By(zg) = 0.
(c) B, es 1-lipschitz.
El hecho que todas las B, sean lipschitz con la misma constante implica que la familia de

funciones {B,},.,, es equicontinua. Esto nos remite a una versién del teorema de Ascoli-Arzela

para espacios regulares y localmente compactos extraida de [Kel75, p. 233].

Teorema 3.4.1 (Ascoli-Arzela). Sea M un espacio topoldgico reqular y localmente compacto.
Sea F C C(M,Y) una familia de funciones continuas sobre un espacio métricoY . Si consideramos
al espacio C(M,Y") con la topologia de convergencia uniforme en compactos, entonces el conjuntof

F tiene clausura compacta si y solo si

1. La familia F es equicontinua.

2. Las imdgenes F(x) = {f(z) | f € F} CY tienen clausura compacta para todo x € M.
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Para aplicar el teorema resta ver que el conjunto {B,(2)},.,, es acotado en R para todo z € M:
| Bo(2)| = |d(z, 2) — d(x,x0) | < d(z,29) para todo z € M.

por la desigualdad (®) probada més arriba. Entonces vale el teorema de Ascoli-Arzela y usando

la compacidad secuencial del conjunto {B,},.,, extraemos el siguiente corolario.

Corolario 3.4.2. Sea {x,},.y una sucesion en M y xo € M un punto cualquiera. Entonces

existe una subsucesion {x,, } tal que las funciones

nieN

B

Tny, = dfﬂnk - dxnk (ZUO)
convergen uniformemente en compactos a una funcion by, € C'(M,R).

A una tal funcién b, definida como en el corolario anterior, la llamamos funcion de busemann

asociada a la sucesién {x,, } Notar que a partir de la sucesion {z,}, .y en principio puede

neN’

haber varias subsucesiones con funciones de busemann distintas.

3.4.2 Caso riemanniano

Consideramos una variedad riemanniana (M, g) completa no compacta y munida de su distancia
riemanniana d. Sea 7 : [0,400) — M un rayo geodésico parametrizado por longitud de arco.
Esta geodésica minimiza la distancia riemanniana entre cualquier par de puntos de su imagen,

y se tiene que
d(fy(tl), ’}/(tQ)) =/ (’Y’[h,tz]) =ty — t; para todo par de tiempos ty > t; > 0.

Llamamos xy = 7(0) al origen de la curva, entonces se cumple que la distancia de cualquier

punto intermedio y(t) a xq es

d((t),z0) = £ (Yljoy) =t

Tomando a xy = v(0) como punto fijo y (acorde a como hicimos en la seccién anterior) definimos

la familia de funciones { B, | t € [0,+00)} C C(M,R) dadas en cada z € M por

B,(z) =d(1(t),z) —t.
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Veamos como se comporta la familia { B, } en un punto cualquiera z € M:

Sean dos tiempos positivos t, > t; > 0, por la desigualdad triangular se cumple que

ta—t1

——f—
d(fY(tQ)a Z) - d(’)/(tl)a Z) d(")/(t?)v 7<t1))
d(’y(tg),Z) —tg ~ d(’y(tl),Z) —tl

By (2) < Byuy(2)

IN

A

con igualdad sii z = y(t1). Entonces si se fija el z, la funcién del tiempo

B,Y(A)(Z) : [0, +OO) — R

t—d(y(t),z) —t

es mondtona decreciente, por lo cual existe el limite de B, ) (2) cuando ¢ tiende a infinito para

todo z € M. Como ademas para todo t € R se cumple que

‘Bv(t)<z) | - ’d(V(t)7Z) - t’ = ‘d(v(t),z) - d(V(t)axo) } < d(z,z)
entonces el limite es finito y podemos decir atin mas sobre la convergencia.

Teorema 3.4.3. Sea (M, g) una variedad riemanniana completa no compacta, y sea

7 : [0,400) = M un rayo geodésico. Las funciones { By | t € [0,+00)} C C(M,R) dadas por

Byw(2) = dyy(2) — t
convergen uniformemente en compactos, cuando t tiende a infinito, a la funcion continua

by : M — R

2 lim [d(y(t),2) —t] .

t——+00
DEMOSTRACION. Ya vimos que existe y es finito el limite

lim By (2) = by(2) para todo z € M.

t—+00

Aplicando el corolario 3.4.2 se obtiene que las funciones B, ;) € C'(M,R) convergen uniformementef

en compactos a b, la cual, por lo tanto, es continua. O
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A las funciones b, las llamamos funciones de busemann asociadas al rayo geodésico 7.

En el corolario 3.4.2 vimos que solo precisamos de una sucesién {z,} C M para obtener
funciones de busemann, en el siguiente lema, vemos como en el caso riemanniano, partiendo de

una sucesion se la vincula a un rayo geodésico con la misma funcién de busemann asociada.

Lema 3.4.4. Sea {x,},.y C M una sucesion y xg un punto arbitrario de M.

(a) Silim, d(z,,z¢) = 400 entonces para toda funcion de busemann by, : M — R asociada
a la sucesion {x,}, . con origen en xo, existe un rayo geodésico 7y : [0,400) — M que

parte de xg, tal que la funcion de busemann b, del rayo coincide con bs.

(b) Si la sucesion {x,} tiende a un punto x~, € M entonces su funcion de busemann es

DEMOSTRACION. (a) Como la variedad es completa, para cada n € N tomamos una geodésica
minimizante 7, : [0,d(x,,x0)] — M parametrizada por longitud de arco, uniendo xy con x,,.
Consideramos el conjunto de los vectores unitarios {7,(0)}, oy € T2, M, como esta incluido en
el conjunto de vectores unitarios de T,,, M (el cual es compacto en T, M) podemos extraer un

punto de acumulacion v, € Ty, M de {§,(0)},cy ¥ sin pérdida de generalidad, asumir que

lim 4,(0) = voo.

n——400
Con esa direccion se construye el rayo geodésico
Y(t) = exp,, (1 V) t €[0,4+00)
de la misma forma que se hizo en la segunda parte de la proposicion 3.3.2 y cumple que

lim ~y,(t) = ~(¢) para todo t € [0, +00).T

n—-+4o0o

Tomamos la funcién de busemann b, asociada a este rayo, por lo anterior, cumple que para

cualquier sucesién divergente de tiempos positivos {t,}, .y

by(2) = lim [d(’y(tn),z) — tn} = lim [d(’yn(tn),z) — tn].

n—-4o0o n—-4o00

tRecordar que este limite se calcula usando que para cada t existe un k > 0 tal que 7, esta definida en t

para todo n > k.
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En particular, tomando la sucesién de tiempos {t, = d(x,, o)} por hipétesis tienden a

neN?

infinito y ademds cumplen que z,, = v,(t,) para todo n € N. Entonces, reemplazando esta

sucesion en la ultima igualdad, obtenemos que

by(2) = lim dyu,)(2) —t, = lim d,, (2) — dg, (20) = boo(2)

n—+oo n—+oo
la funcién de busemann asociada a la sucesion {z,}, .y que se anula en .

(b) Este caso se cumple por la continuidad de la funcién distancia y no es de especial interés. [

Las funciones de busemann asociadas a un rayo geodésico v dan una nocién de distancia
asintdtica al rayo geodésico, como tal, vemos como dependen del comportamiento ”en infinito”

de la curva ~.

Definicién 3.4.5 (Distancia al infinito entre rayos). Sean 7,v" : [0,+00) — M dos rayos

geodésicos. Definimos la distancia al infinito entre los rayos como

0oo(7,7') = liminf d(y(t),v'(t')) -

t,t' =400

Lema 3.4.6. Si~,~ :[0,+00) — M son dos rayos geodésicos tales que

doo(71,7") =0
entonces existe una constante ¢ € R tal que

b,\/: b,y/—f—C.

DEMOSTRACION. Sean dos puntos 21, 2o € M y dos sucesiones de tiempos positivos t,, ¢/ tales

que

lim d(y(tn),”'(t,)) = 60c(7.7) -

n—-+oo

Por la desigualdad triangular se tiene que
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sumando ambas desigualdades y agregando t,, —t, y t,, —t! adentro de los valores absolutos,

obtenemos que

tomando el limite cuando n tiende a infinito se llega a que
0 < [by(21) = by (21) + by(22) = byr(21) | < 2dec(7,7) = 0

es decir
by(21) = by (21) = by(22) — by(22)

para cualquier par de puntos z1, 2o € M, concluyendo que existe una constante ¢ € R tal que

b7:b7/+c.

El siguiente corolario es consecuencia directa de esto ltimo.

Corolario 3.4.7. Sea v : (0,400) — M una geodésica minimizante. Dados 0 < a < b € R

tomemos los rayos geodésicos v, : [a,+00) — M y 75 : [b,400) — M dados por

Y = Vja4o0) Y2 = V|, +o0)

que son dos segmentos no acotados de la misma geodésica minimizante. FEntonces sus funciones

de busemann b., y b, difieren en una constante.

3.4.3 Ejemplos de funciones de Busemann en variedades

Vamos a ver como son las funciones de busemann en R"™ con la métrica euclidea, y en el plano

hiperbélico H? con la métrica de Lobachewski.

23



Capitulo 3. Métrica de Jacobi-Maupertuis

El espacio euclideano R"
Sea una sucesién {r,},.y C R™ y un vector v € R, tales que

e 1, # 0 para todon € N.

e lim ||z, = +oc.
n—-+o0o

Tn

BN a los vectores normalizados, entonces v,, — v.
Ty

e Si llamamos v,, =

Dado un punto arbitrario zo € R™ tomamos las semi-rectas 7, : [0, +00) — R", parametrizadas
por longitud de arco, que parten de xy y pasan por x,. Son los rayos geodésicos de la métrica
euclidea y estan dados por

Tn — T

’yn(t) + Zo

— om0
| @ — o ||

Las funciones B,, = d,, — d,,(zo) € C(R™ R) dadas por
Bn(z) =z —a, || — || 2o — 2 || para todo n € N

como vimos en el lema 3.4.4 tienden a la funcién de busemann asociada al rayo v : [0, +00) — R”

definido como 7y (t) = tv + z¢ el cual es la semi-recta que parte de o con direccién v.

lim d,, (x) — dg,(20) = lm [dyy(z) —t] = by(2)

n—-+o0o t——+o0

En este caso podemos calcular explicitamente el valor de b.,(z) :

(ltv+zo— || —¢)([[tv+ 39 — 2| +1)

li t — —¢t = 1l _
t;?@[“ v+ X9 f“ } tJElOO Ht’U—i—ZIﬁo—Q?“—Ft
2 2 2 2
t — —1 t -1 2t —
= lim || v+x0 x“ = lim (HUH >+ <U7.T0 I’> = <’l},$0—x>
totoo ||t + a9 — x|+t t—-+o00 tllvl+t
donde tomamos equivalencia de limites de polinomios y usamos que || v || = 1.

Funciones de busemann en R

Fijando un zy € R, calculemos la funcién de busemann asociada a una sucesién de nimeros

reales {,}, .y tal que x, — +o00. Las funciones

B, (z) =d,, (2) —dy, (x0) = |xp — 2| — | 2p, — X0
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se anulan en xy y toman su valor minimo, —d(z,, xy), en el punto x,. Como {xn}neN tiende a

infinito podemos suponer que la sucesion es creciente y mayor a xg. Si z < x,, se tiene que
B.,(2) =z, — 2z — (T, —x0) =3¢ — 2
lo que implica que para todo z € R
boo(2) = lim B, (2)=x9— 2.
OO( ) n—3-+o00 In( ) 0

Vemos ahora que coincide con la funcién de busemann asociada a la semi-recta y(t) = xg + ¢

definida para tiempos mayores o iguales a cero. Fijado un z € R, para t > z
dyy(z) —t=(vo+t—2)—t=1x0—2
donde se ve como

b,y = lim dy(t) —t = lim d,, — dzn<x0) = be .

t——+o0 n—+o00

Funciones de busemann en R?

Fijando un zy € R?, calculemos la funcién de busemann asociada a una sucesién de vectores

{z,},cn € R? tal que ||z, || = 4o00. Las funciones

Be,(2) = llwn — 2| = |20 — 20|
cuyos graficos son conos que se anulan en el circulo {z € R? | ||z — z, || = || #, — 20 ||} ¥ tienen
su minimo absoluto en z = x,, con valor — ||z, — x¢||.

Sin pérdida de generalidad suponemos que la sucesién {|| z, ||},,cy €s no nula, creciente, tiende
Tn

(e

a infinito y que —v.

Ya vimos que

boo(2) = liyrln dy, (2) — dy, (z0) = (v, 20 — 2)

cuyo grafico es un plano, tangente a todos los conos a lo largo de la recta xg— 2z = tv con t € R.
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El plano hiperbdlico H?

Tomamos el modelo del semiplano H? = {(z,y) € R? | y > 0} con la métrica hiperbdlica que

en coordenadas candnicas estd dada por la matriz {g;;}

0

L
2

{gij}(az,y) =

o [

Las geodésicas v : (—oo,+00) — H? parametrizadas por longitud de arco en esta variedad

riemanniana son de dos tipos:

i) Las rectas verticales

m(t) = (xo, et).
ii) Las semicircunferencias con centro (x¢,0) en el eje horizontal y radio » > 0

Yo(t) = (;po + rtanh(t), r sech(t) )

Donde tanh es la tangente hiperbdlica

sinh(t) e —e™*
tanh(t) = =
anh(?) cosh(t) et +e?

y sech es la secante hiperbodlica

1 2
h(t) = = :
sech(?) cosh(t) et 4 et

Como cualquier par de estas curvas se intersectan a lo sumo en un punto, entonces se cumple
que dados dos puntos arbitrarios, existe una tnica geodésica que los une, que por lo tanto es
minimizante. En particular, tomando cualquier subintervalo de tiempos de la forma [t, +00)

0 (—00, tg], las restricciones de estas curvas a esos subintervalos son rayos geodésicos.

Dado un punto z, arbitrario, queremos calcular la funcién de busemann b, asociada al rayo
geodésico vertical

m(t) = (xo, et).
Para eso precisamos conocer la funcién distancia en H?, que presentamos sin demostracién, el

lector interesado puede consultar [Beal2, Seccién 7.2].
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Proposicién 3.4.8. Sean (z1,y1) v (T2,y2) con y1,y2 mayores que 0, dos puntos en H?.
Entonces la distancia entre ambos estd dada por la formula

(22 — 21)* + (y2 — y1)2>
2Y1Y2

d((z1,v1), (z2,92)) = arcosh (1 +

et +et

donde arcosh es la inversa del coseno hiperbdlico cosh(t) = 5

Lema 3.4.9. Dado un xy € R, sea 71(t) : [0, +00) — H? el rayo geodésico vertical, dado por

7(t) = (xo, et)

entonces su funcion de busemann b, : H?* — R es

1
by, (z,y) = lim d r,y)—t=In(-).

’Y1( 7y) trto0 ’Yl(t)( >y) y
La prueba de este lema es una computacién directa del limite que no es necesario incluir
aqui. Observar si, que como el limite no depende de z(, todos los rayos geodésicos verticales
poseen la misma funcién de busemann asociada modulo una constante (acorde al lema 3.4.6).
Lo cual, gracias al siguiente resultado, nos servirda para encontrar las funciones de busemann

correspondientes al resto de los rayos geodésicos de H?2.

Lema 3.4.10. Sea (M, g) una variedad riemanniana y f : M — M wuna isometria. Si una
curva y; @ [0,400) = M es un rayo geodésico y b,, : M — R es su funcion de busemann

asociada, entonces
Y2=fom

también es un rayo geodésico, y su funcion de busemann asociada es

byy = by, 0 [N

DEMOSTRACION. Como las isometrias preservan la distancia y ; minimiza la distancia entre
cualquier par de puntos de su imagen, entonces lo mismo ocurre con 7,. Ademas, al v; estar
parametrizada por longitud de arco entonces 7, también lo estd, porque f preserva la norma
de la velocidad de las curvas. Se cumple entonces, por lo visto en 3.3.1, que 7, es un rayo

geodésico.
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Por otra parte, calculamos su funcién de busemann en un punto z € M

b’Y2(Z) = lim d’Y2(t)(z) —1

t—4o00

= lim dyoy,p(2) — ¢

t—-+o0

= lim dy,»(f'(2)) — ¢

t——+o0

= b’Yl © f_l(z)'

Podemos usar este resultado para encontrar el resto de las funciones de busemann, gracias a

que se conocen todas las isometrias del plano hiperbdlico.

Definicién 3.4.11 (Transformaciones de Mobius). Dados a,b,c,d € R tales que ad — bc = 1,
sea la funcion f definida en el espacio hiperbolico extendido, agregando un punto en infinito,

f:H?* U {oo} — H*U {cc} dada por

az+b
cz+d

f(z) =

donde estamos usando la identificacion usual de H? con los mimeros complejos con parte

1maginaria positiva.

Proposicion 3.4.12. Las transformaciones de Méobius tienen las siguientes propiedades:

(a) El conjunto de transformaciones de Mdébius con la composicion de funciones es un grupo.

_ _az+b e,y dz—b
(b) La inversa de f(z) = i la funcion f~'(z) =

—cz+a’

(¢) Hacen corresponder circulos generalizados (rectas y circulos) en circulos generalizados.

(d) Son isometrias del plano hiperbdlico.

Las propiedades (¢) y (d), junto con el lema 3.4.10, implican que para cualquier par de rayos
geodésicos existe una transformacion de Mobius que los hace corresponder. Como ya tenemos
una funcién de busemann asociada a las rectas verticales (del lema3.4.9), la usamos para

encontrar el resto de las funciones de busemann.
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Con la notacién compleja, partiendo del rayo geodésico 1 (t) = i €', la transformacién de Mobius
f:H?*U{oo} — H*U {occ} manda 7; en el rayo

aie! +b

72(t) = flie’) = ciet +d

el cual por el lema 3.4.10, tiene funciéon de busemann

Neb o 1) = In R W (a — cx)? + Ay?
ba(2) = by F1(2) 1<Im(f1(z))) o (e )

donde z = (z,y) con y > 0. Estas son entonces todas las funciones de busemann del plano

hiperbdlico H?.
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Capitulo 4

Aplicaciones a problemas

gravitacionales

4.1 Problemas de n cuerpos

4.1.1 Introduccién

En esta seccion trataremos el movimiento de n cuerpos en un espacio euclideano de dimensiéon
finita R*, definido por las fuerzas de atraccién mutua correspondientes al modelo newtoniano
de gravitacién. Una configuracién z = (r1,...,r,) € R™ determina la posicién, en un instante

dado, de los n cuerpos, como tal, nos restringimos al espacio de configuraciones sin colisiones
Q:{xERnk\ri#rj siempre que 1 <i < j < n}

que es una abierto denso de R™. En este abierto definimos el potencial newtoniano U : 2 — R

m;m;
Ulr)=) ——
— T
1<)
donde el pardmetro m; > 0 es la masa correspondiente al cuerpo i-ésimo, y el valor r;; =

| 7; — r;j || determina la distancia euclidea entre el cuerpo i y el cuerpo j.

Al estar todos los cuerpos en posiciones distintas, cada uno es atraido por los restantes con

una fuerza proporcional al producto de las masas e inversamente proporcional al cuadrado de
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Capitulo 4. Aplicaciones a problemas gravitacionales

la distancia mutua. La constante de proporcionalidad depende de las unidades elegidas. Como
para la dindmica del sistema no hace diferencia, la tomamos como la unidad. Se tiene entonces

que la fuerza ejercida por el cuerpo j sobre el cuerpo i es el vector Fj;(z)

FZJ(ZL’) _ m;;ng (Tj — 7"1')
ij

rij

y la fuerza total sobre el cuerpo i-ésimo es

Fi(x) = Z ;2' J ]T’“ 2.
gAY "

Observamos ahora que la derivada parcial del potencial newtoniano U segin r; en = es

oU m;m; (r; —rj)
(1) = =3 T ()
j#Fi Y
Con esto podemos escribir la segunda ley de newton aplicada a cada cuerpo como

ou
m;i; = 5 (x) paratodoi=1,... n.
T

Ahora bien, es 1itil considerar el producto interno de las masas en R™ que a dos configuraciones

r=(ry,...,rn) ey =(s1,...,S,) asocia el valor

(z,9) :Zmiﬁ”i,&hgk-
i=1

Si calculamos el gradiente del potencial U con este producto interno obtenemos

VU@ = (! G )

con el cual las ecuaciones de Newton se escriben de forma maéas compacta

¥ =VU(x).

4.1.2 Movimientos completamente parabdlicos

Definicién 4.1.1. Sea z(t) : [a,+00) — Q una solucion del problema de Newton i(t) =

VU (a:(t)) Decimos que es un movimiento completamente parabdlico si cumple

lim &(¢) = 0.

t—-+o0
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Como primera propiedad vemos que estos movimientos estan en el nivel de energia nulo.

Proposicién 4.1.2. Sea z(t) : [a,+00) — Q un movimiento completamente parabdlico. Sea

h=T(i(t)) — U(z(t)) su energia. Entonces necesariamente h = 0.

DEMOSTRACION. Como la energfa cinética es T'(i(t)) = 3 | &(¢) ||* entonces por hipétesis

tendremos que

lim T'(&(t)) = 0.

t—-+o0
Con lo cual, como h es independiente del tiempo

h= lim T(i(t)) — U(z(t)) = lim —U(z(t)).

t——+o0 t——+o0

Esta ultima igualdad nos dice que existe el limite de U (:v(t)) cuando t tiende a infinito, y

ademas, como el potencial newtoniano U es una funcién positiva, obtenemos que h < 0.

Ahora, supongamos que la energia h fuera negativa y consideremos el momento de inercia de
la solucién I(t) = (x(t),z(t)) (como es habitual, se usa el producto interno de las masas y se
toma el momento de inercia respecto al origen, porque se asume que el centro de masa G(t) se

encuentra fijo en el mismo).

Usando la identidad de Lagrange-Jacobi I(t) = 2T (#:(t)) + 2h se obtiene que

lim I(t) =2h < 0.

t——+o0

Lo que implica que para un intervalo no acotado de tiempos (to, +00) existe una constante
k > 0 tal que el momento de inercia tiene derivada segunda I(t) < —k < 0. Esto tltimo
implicaria que

con lo cual existirfa un tiempo positivo t., en el cual I(t.,;) = 0, algo que solo puede ocurrir
si 2(ter) = 0 € R™ y esto corresponderfa a una colisién total en tiempo finito, contradiciendo

que la solucién esté definida en un intervalo no acotado.

Se dio el absurdo al suponer que h era negativa con lo cual concluimos que h = 0. O]

Una clase particular de soluciones son las provenientes de las configuraciones llamadas centrales.
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Definicién 4.1.3 (Configuracién central). Una configuracion xg € € se denomina configuracionlj

central si existe una funcion ¢ : (—e,e) = RT con ¢(0) = 1 tal que la curva

es solucion del problema de Newton & = VU (x).

Proposicién 4.1.4. Una configuracion xg € Q es central si y solo si existe un k € R tal que
VU<JJ()) + ]{/’ZL’O =0.

Mds ain
_ Ulw)
I(xo)

donde I(xg) = (o, x¢) es el momento de inercia de la configuracion con respecto al origen.

DEMOSTRACION. Planteando la ecuacién de newton para la solucién z(t) = ¢(t) zo vemos que
B(t) zo = VU (6(t) 70) = ¢(t) VU (xp)

porque el gradiente VU es homogéneo de grado —2. Como suponemos que ¢ # 0 entonces esta

igualdad vectorial equivale a que exista un k£ € R tal que
VU (xo) + kzog=0
y que ¢ sea solucion de la ecuacién diferencial

¢9* = —k.

Considerando siempre el producto interno de las masas, como ( VU (zo) + k x¢, zo) = 0 vemos
que

0= {(VU(xg), o)+ k (x0,20) = —=U(x0) + kI(20)

por el teorema de Euler para funciones homogéneas, ya que U es homogénea de grado —1.

Concluimos que
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Notar que la ecuacién diferencial que debe cumplir ¢ corresponde a una solucién del problema

unidimensional de dos cuerpos de Kepler.

Lema 4.1.5 (Configuraciones centrales como puntos criticos). Sea x¢ € 2 una configuracion
con momento de inercia I(xo) = c. Entonces es una configuracion central si y solo si es punto

critico de U restricto al conjunto {x € Q | I(z) = c}.

DEMOSTRACION. El gradiente (respecto al producto interno de las masas) de I(x) = (x,x ) es

el vector

Vi(xy) = 2.

El método de multiplicadores de Lagrange nos dice que zy es punto critico de U restricto al

conjunto {z € Q| I(x) = ¢} si y solo si existe un A € R tal que
0= VU(xg) + AVI(xg) = VU (x0) + 2X xg
que es la condicién para que xg sea configuracion central con k = 2. O
Proposicién 4.1.6. Para toda configuracion central xq existe un o # 0 tal que
2
x(t) = ats xg

es un movimiento completamente parabdlico definido en (0, +00).

DEMOSTRACION. Suponiendo que z(t) = a ¢35 xq es solucién definida en (0, +00), tiene derivada

2 1
l’(t) = g at™ 3 Zo

la cual cumple que #(t) — 0 cuando ¢ tiende a +00 como es requerido.
Para encontrar un tal «, tomamos la funcién ¢(t) = « t%, sus derivadas son
. 2 1 . 2 4
t)=-«at 3 t)=—=at 3
o(t) = = bty =3
planteamos la ecuacién de Kepler

~k=¢¢" =~

y esta se cumple para
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Tenemos el siguiente resultado debido a [LM14, Teorema 1.1].

Proposicién 4.1.7. Siz(t) : [0, +00) — EV es una minimizante a tiempo libre del problema de
N-cuerpos en un espacio euclideo E de dimension dim(E) > 2 entonces x(t) es un movimiento

completamente parabolico.

A su vez, se cumple el reciproco para un tipo especial de configuracion central, llamada

configuracion minima.

Definicién 4.1.8 (Configuracién minima). Decimos que xy € §2 es una configuracion minima

st es un minimo de
Ulgr=13

el potencial newtoniano restricto al conjunto de configuraciones con momento de inercia unitariof

con respecto al origen.

Una configuraciéon minima es automaticamente un punto critico de Ul;=1}, en particular es
una configuracion central, segtin se demostré en el lema 4.1.5. Como tal, genera un movimiento
homotético completamente parabdlico que nos es de especial interés, como vemos en el siguiente

teorema.

Teorema 4.1.9. Si xy € 2 es una configuracion minima entonces su movimiento homotético

completamente parabdlico correspondiente

z(t)=atizg  cona= (- U(xo))é

es minimizante a tiempo libre.

DEMOSTRACION. Sea 7 : [a,b] — € una curva diferenciable con los mismos extremos que z(t),

esta se expresa en coordenadas polares como

1 1
donde p : [a,b] — RT es una funcién positiva con p(b) = I(z(t1))? y pla) = I(z(ty))?, y la
funcién 6 : [a,b] — {I = 1} es una curva de configuraciones con momento de inercia unitario,

tal que 0(a) = 6(b) = xo.
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Queremos minimizar la accién del lagrangiano L = T+ U en el conjunto de curvas v con
extremos fijos, definidas en cualquier subintervalo compacto [a,b] C (0,4+00). Como z(t) se
mueve en la direccion de un minimo de U, buscamos probar que desviarse del movimiento

homotético parabdlico ”encarece” la accion.

La derivada de v es

donde 6(t) € Ty {I = 1}, por ende (A(t),0(t)) =0y

(4(6),5(1)) = s> 1 62) |I* + p(t)* 1O()]I* = p(1)* + p(t)* [|6(2)]I*
porque 6(t) € {I =1} para todo ¢ € [a, b].

El lagrangiano en la curva velocidad (v, ) vale

L(v(1),4(1) = TH®) +U(() = 2 (,5(0) + U(p(t) 0(t))

2
1 /. 2 2119 2 U<0(t))
_ 5(p(zs> +p()* [101)]] >+W’

Es una suma de tres términos positivos, como x es una configuracién minima, tomar 6(t) = z,

minimiza el ultimo término y anula el segundo. Llegamos entonces a la desigualdad

L(y(t),5(t) =

para todo t € [a, b]

con igualdad si y solo si 6(t) = xg, lo que nos sugiere tomar la curva o : [a,b] — Q definida

o(t) = p(t) xo.

Por lo anterior, tenemos que Ay () > Ap(0) y en definitiva estamos buscando minimizar la

0= [

2
en el conjunto de curvas diferenciables p : [a,b] — R™ con extremos fijos, definidas en cualquier

accién

subintervalo compacto [a,b] C (0, +00).

Pero esto equivale a encontrar una minimizante a tiempo libre en el problema unidimensional

reducido de fuerzas centrales de Kepler. Para ver esto, consideremos dos cuerpos en la recta
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real, un cuerpo de masa U(xg) fijo en el origen, y otro cuerpo, de masa unitaria, en la posicién

p > 0 que se mueve por la fuerza de atraccién que le ejerce el cuerpo fijo en el origen.

En este caso el espacio de configuraciones es R (las posibles posiciones del cuerpo movil) y el

potencial newtoniano es la funcion

U:Rt->RY  Up) =

En el articulo [LM14] se demuestra que en el problema de los n—cuerpos, dadas dos configuracionesf]
To, T1 € ) siempre existe una minimizante a tiempo libre que las une. Aplicando este resultado

1 1
entre las posiciones p; = I(z(t1))? y p2 = I(z(ty))?, obtenemos una curva minimizante a

tiempo libre p : [a,b] — RT que une p; con p,.

Para ver que es el movimiento homotético parabdlico recordamos que:

e Por ser minimizante es extremal y por ende solucién del problema de Newton (ver corolario

2.1.13).

e Al ser minimizante a tiempo libre tiene energia 0 (por el lema 3.2.6).

En el caso unidimensional de fuerzas centrales de Kepler se conocen todas las soluciones y la

solucion con energia nula es el movimiento parabdlico

con lo cual

como queriamos demostrar. O

4.1.3 Reparametrizacion de un movimiento homotético parabdlico

El resultado anterior junto con el teorema 3.2.7 nos dice que si xy es una configuracién minima,
entonces su movimiento homotético completamente parabdlico se puede reparametrizar a una

geodésica minimizante de la métrica de Jacobi.
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Si esta reparametrizacién mantiene la no acotaciéon de su intervalo de definicién, entonces es

un rayo geodésico y tiene una funcién de busemann asociada.
Vamos a calcular esta reparametrizacion.

Sea zo €  una configuracién miima y a > 0 tal que  : (0, +00) — Q dada por z(t) = at3 z

es un movimiento completamente parabdlico minimizante a tiempo libre.

Buscamos una funcién f : (a,b) — (0, +00) diferenciable, con f'(t) > 0 para todo t € (a,b), tal

que m( f (t)) sea geodésica de la métrica de Jacobi. Para esto alcanza con que la norma de la

Ja

Recordando que || v||; = v2(U(z) + h)2 | v ||, para todo vector v € T, M, que la energia h =0

velocidad

=1 paratodot € (a,b).

en este caso y que U es homogénea de grado —1, entonces

d 1
Ze(F0) Pt VU (x(f(8)* |2 (f@®) | £(2)
_ U('r0> ’ 2 -1 /
- V3 <a f(t)§> 2af(0) a0 | £
1= UGt o S0
Como ||z || =1y si llamamos A = 2—EU (z0)2a2 vemos que obtuvimos la ecuacién diferencial

de variables separables

la cual tiene solucion

W=
—~
@)
~—

W=

—3f()

con cual la reparametrizacién buscada es la funcion

0= (55 + 50)

donde a € R es el valor que cumple f(a) = 0, si elegimos f(0) para que a valga 0, nos queda

Wl

3
) definida en (a, +00)

que la geodésica de la métrica de Jacobi es la curva 7 : (0, +00) — (€2, g;) definida como

90 = 2(F(0) = gy

y por lo dicho anteriormente, es una geodésica minimizante de la métrica de Jacobi del nivel

de energia h = 0.
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4.1.4 El teorema de Marchal y sus aplicaciones

Recordamos que dadas dos configuraciones z,y € E¥ y un tiempo 7 > 0, se busca minimizar

la accién del lagrangiano en el conjunto de curvas con extremos y tiempo fijos
C(z,y,7) = {7 [a,b] = EY absolutamente continua | y(a) =z, y(b) =y, b—a=7}.

Tales minimizantes seran extremales y por ende soluciones del problema de Newton siempre y

cuando estén incluidas en €2 el conjunto de configuraciones sin colisiones.

También habiamos llamado

Cla,y) = JClz,y,7)

7>0

al conjunto de curvas absolutamente continuas que unen dos configuraciones sin restriccion en

el intervalo de tiempo en que estan definidas. También definimos las funciones

§b($,y,7) = inf {AL(’V) | S C(ZE,y,T)}

junto con
O(a,y) = inf o(x,y,7) = inf {AL(y) [ 7 € C(z,9)}

el potencial critico de Mané.

Notar que en lo anterior se consideran configuraciones y curvas en EV, es decir, admitiendo
colisiones. El siguiente teorema ([Mar02]) nos asegura que al minimizar la accién, las colisiones

solo pueden estar en los extremos.

Teorema 4.1.10 (Marchal). Sea E un espacio euclideano de dimension mayor a 1. Si una

curva vy : [a,b] — EN cumple que

entonces y(t) € Q para todo t € (a,b).

La teoria desarrollada por Tonelli dice que cuando se toma un tipo de lagrangiano particular
(los llamados lagrangianos de Tonelli) entonces para todo x,y € EV y 7 > 0 siempre existe

una curva v € C(x,y,T) que cumple que

AL(V) = ¢($a Y, T)'
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En el caso gravitacional, el lagrangiano generado por el potencial newtoniano es de Tonelli, por
lo anterior siempre se realizan los minimos a tiempo fijos y resumimos en el siguiente corolario

la relevancia de estas curvas.

Corolario 4.1.11. Sea E un espacio euclideano de dimension mayor a 1. Entonces para todo
par de configuraciones x,y € EN y todo tiempo positivo T > 0 existe por lo menos una curva

v € C(x,y,T) tal que

AL(V) = ¢(x7 Y, T)

y también cumple que

v(t) € Q  para todo t € (0,7).

En particular la restriccion de v a (0,7) satisface las ecuaciones de Newton y, por tanto,

representa un movimiento verdadero del problema de N -cuerpos.

Cabe destacar que la condicién que dim(E) > 2 es necesaria porque en el caso unidimensional
el espacio de configuraciones {2 no es conexo y existen pares de configuraciones que no admiten

curvas que las unan sin colisiones intermedias.

Ahora bien, otro resultado muy importante es la existencia de minimizantes a tiempo libre

entre configuraciones distintas.

Teorema 4.1.12. Dadas dos configuraciones distintas x # vy € EN existe un tiempo 7 > 0 y

una curva vy € C(x,y,7) tal que AL(y) = o(x,y).

Esta curva también es minimizante en su tiempo y si dim(£) > 2 entonces, aplicando el teorema

de Marchal, no tiene colisiones intermedias y obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.1.13. Si x # y € Q son dos configuraciones sin colisiones distintas, entonces

existe una curva vy : [a,b] —  minimizante a tiempo libre con vy(a) = z, y(b) = y.

Esto, en términos de la métrica de Jacobi del nivel de energia 0, equivale a que existan geodésicas

minimizantes entre cualquier par de puntos, es decir (2, g;) es geodésicamente convexa.
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4.1.5 La métrica de Jacobi del nivel de energia 0

Vimos en la seccion anterior que los movimientos completamente parabdlicos del problema de N

cuerpos tienen energia h = 0 y que la métrica de Jacobi en ese nivel de energia es geodésicamente

m;my; .-

—— es positivo, entonces
i)

el conjunto Vy = {z € Q | U(x) > 0} entonces la métrica de Jacobi correspondiente esta definida

convexa. Como el potencial newtoniano U(ry,...,ry) = ZKKKN

en todo el abierto Q C EV y vale

g.(x) =2U(x) g().

De la proposicién 4.1.9 obtuvimos una geodésica minimizante de la métrica de Jacobi de la

forma

Y(t) = M2 g

con A >0, t € (0,+00). Como el limite

limy(t) =0¢ Q

t—0

entonces esta geodésica no se puede extender a todo el pasado y concluimos que (€2, ¢;) no es

completa como variedad riemanniana.

Tenemos entonces que la variedad riemanniana (€2, g;) no es completa pero si convexa. Admite
rayos geodésicos que no se pueden extender a una geodésica definida para todo tiempo, cabe

entonces la pregunta ;Existe alguna geodésica minimizante definida para todo tiempo?

La respuesta es negativa y se demuestra nuevamente haciendo uso del teorema de Marchal.

Teorema 4.1.14. Si dim(E) > 2 no hay minimizantes a tiempo libre del problema de N -cuerpos

definidas para todo tiempo t € R.

La idea de la prueba es que por absurdo se supone la existencia de una tal minimizante a
tiempo libre z(t) : (—oo, +00) — EV y a partir de ella se construye una minimizante a tiempo
libre v : [-1,1] — EV tal que v(0) = 0 ¢ Q contradiciendo el teorema de Marchal, al ser

minimizante a tiempo libre y tener una colisién (total) en un tiempo intermedio.

Para cerrar esta seccién vemos como es la funcién distancia en (€2, g;).
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Proposicién 4.1.15. Si x,y € () entonces la distancia en la métrica de Jacobi es
d(z,y) = ¢(x,y).

DEMOSTRACION. El corolario del teorema 4.1.12 dice que si  # y existe un 7 > 0 y una curva
v € C(x,y,T) con 7([0, 7']) € Q tal que A () = ¢(z,y). Juntado esto con la proposicién 3.0.2 y
el teorema 3.2.7 que dicen que las minimizantes a tiempo libre tienen accion igual a la distancia

entre sus extremos concluimos que

d(x,y) = €(7) = AL(y) = oz, y).

En el caso que z = y se tiene que ¢(x, z) = 0 = d(z, x) pero no existe una minimizante a tiempo
libre definida en un tiempo 7 > 0 porque toda v € C(x,x,T) tiene accién positiva, aunque sea

la curva constante v(t) = x, porque L = T + U es positivo en todo T2. ]

4.1.6 Funcién de busemann de un movimiento homotético parabdlico

Hemos demostrado que si xg es una configuracion minima, entonces existe a > 0 tal que la
solucion
2
z(t) = ats xg
es una curva minimizante a tiempo libre que se reparametriza al rayo geodésico de la métrica
de Jacobi v : (0, +00) — (2, g;) dado por la expresion

t2
" 8U(z0)

v(t) Zo.

Proposicién 4.1.16. Sea xg € 2 una configuracion minima. Entonces la funcion de busemann
2

by : Q@ = R asociada al rayo geodésico que parte del origen y(t) = xo esta dada por la

8 U(ZE())

erpresion

by(2) = lim ¢(y(t),2) — o(v(1),0)

t——+o0

donde ademds, la convergencia es uniforme en compactos, en el espacio de funciones C(2,R).

DEMOSTRACION. El teorema 3.4.3 establece la convergencia uniforme en compactos de

by(z) = lim d(y(t),z) —t = lim d(y(t),2z) —d((t),7(0))

t—+o00 t——+o0
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y por la proposicién 4.1.15 vemos que este limite se puede reescribir como

by(2) = lim ¢(y(t),2) — &(7(1).0).

t—+o0

Enunciamos un resultado debido a [PS14].

Teorema 4.1.17. Dada un aconfiguracion minima xog € €2, tomamos la funcion u :  — R
t2

opuesta a la funcion de busemann asociada al rayo v = U (z0)
Zo

xg con t € [0,4+00) definida

como

u(r) = lim ¢(y(t),0) — o(v(t), z).

t——+o0

Entonces u es una solucion de viscosidad de la ecuacion de Hamilton-Jacobi
2
| Du(z) ||” =2U(x).

Mds ain, para cada x € EN existe una curva calibrante o : [0, +00) — EN de la funcion u que

9 3
cumple que a(0) = x y que tomando ¢ = (§U($0)) entonces

lim H a(t) 175 — cxg ‘
t—4o00

=0.
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